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Chapter 1

Introduction

Les problemes de controle optimal sont souvent rencontrés dans des domaines
trés variés (mécanique, physique, économie, etc...). Ces probléemes ne sont
pas faciles a résoudre, leurs solution est difficile voir impossible a mettre
en ceuvre, pour cela on fait appel aux méthodes numériques pour résoudre
ce type de problemes. Pour étre plus précis on fait appel aux méthodes
d’approximation pour discrétiser le probleme continu de dimension infinie
et le transformer en un probleme discret de dimension finie qu’on pourra
résoudre par des techniques de calcul scientifique et d’analyse numérique.

Dans notre travail, on va s’intéresser particulierement a deux méthodes
d’approximation; a savoir la méthode des éléments finis et une méthode spec-
trale.

Le principe général de la méthode des éléments finis consiste a remplacer
I’espace des solutions exactes par un sous-espace de dimension finie en intro-
duisant un parametre d’approximation A qui tend vers zéro.

Les méthodes d’approximation spectrales sont des méthodes qui recherchent
la solution comme une combinaison linéaire finie de polynomes de degré N
et ce dernier représente le parametre d’approximation qui tend vers +oo.
Elles sont utilisées depuis longtemps dans I’approximation des équations aux
dérivées partielles. Dans ce travail on va traiter en particulier ’application
des méthodes spectrales par la méthode de Galerkin en utilisant les polynomes
de Legendre.

Il est bien connu que toute approximation numérique engendre des er-
reurs; ainsi notre principal objectif, en premier lieu consiste a évaluer les er-
reurs a priori et a posteriori engendrées par les deux méthodes d’approximation
introduites en haut. Il est a noter que l'estimation a priori de 'erreur
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nécessite la connaissance de la solution exacte du probleme a résoudre ainsi
que les parametres d’approximation tandis ce que l'estimation a posteriori
necessite la connaissance de la solution approchée.

Ce manuscrit est organisé de la fagon suivante, il est divisé en quatres
chapitres; le premier est une introduction nécessaire a ’étude de ce genre
de probleme, elle contient des notions de base et quelques notions d’analyse
fonctionnelle qui nous serons utiles.

Le deuxieme chapitre est consacré a la présentation de la méthode des
éléments finis et des méthodes spectrales.

Le troisieme chapitre est consacré en grande partie aux estimations d’erreur
a priori ou apres avoir défini les conditions nécessaires d’optimalité on donne
différentes estimations sur le controle, I’état ainsi que la fonction objectif.

Dans le quatrieme et dernier chapitre on donne différentes estimations
d’erreur a posteriori sur la discrétisation du probleme de controle optimal
par les deux méthodes de discrétisation.



Chapter 2

Notions de base

Cette partie est consacrée a quelques notions générales élémentaires qui
seront utiles a notre travail.

2.1 Quelques rappels

2.1.1 Norme et produit scalaire

Soit E un espace vectoriel.

Definition 2.1.1. ||.|| : E — R est une norme sur E si et seulement si
elle vérifie:

(N1) ([lz] = 0) = (z = 0)
(N2) VAeR, Ve € B, [[Ax]| = [Al]lz]
(N3) v,y € E, [lo+yl < |zl + llyll

Definition 2.1.2. On appelle produit scalaire sur E toute forme bilinéaire
symétrique définie positive.

(,,.) : Ex E— R est donc un produit scalaire sur £ si est seulement
s’il vérifie:

(S1) Vo,y € B, (z,y) = (v, )
(S2) Vay, 20,y € E, (214 22,y) = (z1,y) + (22,9)

7
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(S3) Yo,y € E,VAER, (\z,y) = Nx,y)
(S4) Ve e E,z #0, (x,2z)>0

- Un espace vectoriel muni d’'une norme est appelé espace normé.

- Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire est appelé espace
préhilbertien.

2.1.2  Suite de Cauchy - espaces complets

Definition 2.1.3. Soit E un espace vectoriel et (z,) une suite de E. (z,,)
est une suite de Cauchy si et seulement si:

pour tout € > 0, il existe N tel que pour tout p > N et
g > N onait: ||z, — x| <e

Remark 2.1.1. Toute suite convergente est de Cauchy.

Definition 2.1.4. Un espace vectoriel est complet si et seulement si toute
suite de Cauchy y est convergente.

Definition 2.1.5. Un espace préhilbertien complet est un espace de Hilbert.

Definition 2.1.6. Soit V' un espace vectoriel quelconque. On définit V'
l’espace dual de V- comme étant l’espace des applications linéaires et continues
dans V', muni du crochet de dualité (., .)y . -

Definition 2.1.7. Soit U etV deux espaces vectoriels normés. On dit que
U s’injecte de fagon continue dans V' autrement dit : U — V sl existe une
constante ¢ > 0 telle que:

Il < el
2.2 Espaces fonctionnels et espaces de Sobolev
Definition 2.2.1. Soit Q) un ouvert de R" , muni de la mesure de Lebesgue

on note par L*(Q) l’espace des fonctions mesurables de carré sommables dans
Q tel que:

L*(Q) = {f : 0 — R mesurable | / |f(z)|%dx < oo}
Q
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muni de la norme:

nﬂumnz(lﬂﬂmf¢ﬁé

L*(92) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire:

mm:lﬁumwm

Definition 2.2.2. On peut aussi définir les espaces LP avec 1 < p < +00.

Pour 1 < p < +o00, LP est 'espace des fonctions mesurables de puissance
p-eme intégrable sur €2. Muni de la norme :

\ummnz([jﬂwvm);

Definition 2.2.3. Soit Q un ouvert de R™ pour tout entien m > 0, [’espace
de Sobolev H™ () est défini par:

H™(Q) = {v dans L*() tel que, pour tout o avec |a| < m, 0% dans L*(Q)}

L’espace H™(£2) est muni du produit scalaire:
(u,v) :/ Z 0%u(x)0%v(x)dx
Q
|a|<m

La norme sur H™(£2) est donnée par:

[l g = /(s )

Definition 2.2.4. Soit Q un ouvert de R™on appelle espace de Sobolev d’ordre
1 noté encore H'(Q) l'ensemble des fonctions de L*(Q) dont les dérivées
partielles (au sens des distributions) sont encore des fonctions de L*(Q) ie:

ov
5@

HY(Q) = {v € L*(Q) tq € L*(Q);i=1, n}
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L’espace H'(€) est muni du produit scalaire:

(w, v) () _AU(x)v(x)dx+ZAagif) agg)d:v

est un espace de Hilbert et est muni de la norme:

1ollarcey = ( [+ rw<x>\2>dx)
-Formule de Green:

Theorem 2.2.1. Soit Q0 un ouvert borné régulier de R™ . Siu € H*(Q) et
ve HY (Q), ona

/Au(m)v(m) dx = —/Vu(x).Vv(x) dx + %(z)v(x) ds
Q Q G)
avec .

ot n un vecteur normal exterieur a OS).

Definition 2.2.5. Soit Q) un ouvert de R™ a frontiéres requlieres. On définit
Uéspace HL(Q) comme étant lespace des fonctions de H(Q2) nulles sur le
bord de ) autrement dit:

Hy(Q) = {ue H(Q)/u=0 sur 00}

Definition 2.2.6. Soit Q2 un ouvert borné a frontiéres lipschitzienne de R™
et soit p tel que 1 < p < 400, et m un entier positif . On définit [’espace de
Sobolev W™P(Q) par:

WmP(Q) = {v e LP(Q),Ya € N" |a| <m,0% € LP(Q)}

2.3 Quelques inégalités
- Inégalité de Cauchy-Schwarz:

Definition 2.3.1. Soit u et v € L*(Q) alors: u,v € L* (Q) et:
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[(u,v)] < HUHLZ(Q) HUHLQ(Q)
- Inégalité d’Holder:

Definition 2.3.2. Soit u et v deuz fonctions de LP () et L (QQ) respéctivement
avec : i + % =1 alors on a:

|(w, 0)] < flull po gy 101 ooy

Remark 2.3.1. Une généralisation de ['inégalité de Cauchy-Schwarz est
l'inégalité d’Holder.

- Inégalité de Poicarré

Definition 2.3.3. Si Q) est borné (ouvert de R™) de frontiére assez réquliére;
il existe une constante ¢ () > 0 telle que:

Vv € Hy, |[0]] 120y < ¢ () VY] 120

1
2)2

tel que:

ov
8:{:@-

HVUHL2(Q) - (Z

=0
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Chapter 3

Méthode des éléments finis et
méthodes spectrales

Dans ce chapitre on va aborder la méthode des éléments finis ainsi que les
méthodes spectrales; on va présenter leur principe général et quelques notions
élémentaires sur les deux méthodes.

3.1 Méthode des éléments finis

3.1.1 Principe général

La méthode des éléments finis utilisée dans ce travail repose sur deux principes

d’une part, la formulation d’un probleme approché par la méthode de
Galerkin ; d’autre part, la construction d’un espace d’approximation (de
dimension finie) a I'aide d’un maillage.

Notions élémentaires sur les maillages:

Intuitivement, un maillage d’'un domaine €2 est une partition de {2 en mailles.
Pour simplifier, on suppose que ces mailles sont des intervalles en dimension
une et des triangles en dimension deux. Les mailles sont également appelées
les cellules du maillage.

La famille de mailles constituant le maillage sera notée {Ky}io<n,.
oll Nynq est le nombre de mailles. Par hypothese, les mailles sont des fermées
et leurs intérieurs sont deux a deux disjoints (il n’y a pas de recouvrement
entre les mailles).

13



14CHAPTER 3. METHODE DES ELEMENTS FINIS ET METHODES SPECTRALES

Par la suite, on pose:

hk,, = diam (K,,) = , max |71 — T2lga me{Lw \Nma}
y m

ol ||.||ga désigne la norme euclidienne sur R? . On pose également:

h= max hg
1<m<Nmq "

et

Th — {Km}ISmSNma

Dans les applications, on est souvent amené a considérer une suite de
maillages de plus en plus fins, ce qu’on notera conventionnellement {73}, (
famille de maillages).

Remark 3.1.1. En deux dimensions la famille de maillage {T}},., est ap-
pelée souvent ”famille de triangulation”.

Definition 3.1.1. (Maillage régulier)Un maillage régulier est un mail-
lage dont tous les éléments sont réguliers (équilatéraux lorsqu’il s’agit de
triangles) en outre soit {Ty},., une famille de maillage de Q. On dit qu’il
s’agit d’une famille de maillage réguliérs si:

1- h qui est définie précédemment tend vers zéro.
2- 11 existe une constante C telle que, pour tout h > 0 et tout K, dans
Thv
h

P (Km)

ou p (K,,), définie comme étant le diametre de la plus grande boule con-
tenue dans K,,.

<C

Definition 3.1.2. Un n-simplexe K de R™ est [’envlioppe convexe de n + 1
points P;, 1 < j <n+1, appeles sommets de K.

Remark 3.1.2. On note que tout n-simplexe est un sous-ensemble ferme
de R™; et les sommets ou noeuds du maillage Ty, sont les sommets des n-
simplexes K; qui le composent. Par convention, le parameétre h désigne le
mazimum des diametres des n-simplexes K.
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Definition 3.1.3. Pour tout entier m, 0 < m <n — 1, une m-face d’un n-
simpleze K est un m-simplexe dont les m + 1 sommets font partie des n + 1
sommets de K. En particulier, toute (n — 1) —face est appelée face, toute
1—face est appelée aréte et toute 0—face est appelée sommet.

Definition 3.1.4. On dit que le domaine () est polyédrique si Q est une
réunion finie de polyedres de R™; ou ) désigne ’adhérence du domaine 2.

Remark 3.1.3. Rappelons qu’un polyédre est une intersection finie de demi-
espaces de R™ et que les parties de son bord qui appartiennent a un seul hyper-
plan sont appelées ses faces.

Definition 3.1.5. Soit Q un ouvert polyedrique de R". Un maillage triangu-
laire ou une triangulation de §) est un ensemble T), de n-simplexes (K;)i1< i< n
qui vérifient:

1. K; C Qet Q= Ui]\ilKia

2. lintersection K; N K; de deux n-simplexes distincts est un m-simplexe,
avec 0 < m < n — 1, dont tous les sommets sont aussi des sommets de
Ki et Kj.

3.1.2 Notion de probleme bien posé

L’objectif de cette section est d’introduire un probleme abstrait général et
de préciser la notion de probleme bien posé.

Formulation variationnelle générale

D’une fagon générale, la formulation variationnelle sera obtenue en faisant

le produit scalaire L? (2) de I’équation avec une fonction v appartenant &

un espace V' (a préciser), et en intégrant sur € les termes d’ordre les plus

élevés en tenant compte des conditions aux limites du probleme. On arrive
alors a une formulation du type:

{ Trouver u dans W tel que (1.1)

a(u,v) = f(v), pour tout v dans V. '

ou
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- W et V sont des espace vectoriels de fonctions définies sur 2. Nous
nous placerons toujours dans le cas ou W et V sont des espaces de Hilbert
et noterons ||.||;; et ||.||; leurs normes;

- a(u,v) une forme bilinéaire sur W x V. Nous supposerons que af.,.)
est continue sur W x V| ce que nous noterons af(.,.) dans L (W x V,R).

- f(v) une forme linéaire sur V. Nous supposerons que f est continue
sur V, ce que nous noterons f dans V' = L (V,R). De plus, pour alléger les
notations, nous notons f (v) au lieu de (f,v)y .

Definition 3.1.6. On dit que le probléme (1.1) est bien posé s’il admet une
solution et une seule et si on a la propriété de stabilité linéaire suivante:

il existe ¢ >0, pour tout f dans V', ||ully, < cllflly

Résultats d’existence et d’unicité

Notre objectif principal est de déterminer sous quelles conditions le probleme
(1.1) est bien posé. Les deux principaux résultats sont le théoreme de Lax-
Milgram qui donne une condition suffisante et le théoreme de Necas qui donne
des conditions nécessaires et suffisantes.

Continuité

Definition 3.1.7. Une forme linéaire f (v) sur V' est continue si et seule-
ment s’il existe une constante K telle que:

If (v)| < K|v|y, pour tout v dans V'

Definition 3.1.8. Une forme bilinéaire a (u,v) sur W x V est continue si
et seulement s’il existe une constante M telle que:

la (u,v)| < M |ully [|v]ly, pour tout (u,v) dans W x V

On va traiter le cas ou solution et fonctions tests appartiennent au meéme
espace fonctionnel (i.e. W = V). On considere donc le probleme suivant:

{ Trouver u dans V' tel que

a(u,v) = f(v), pour tout v dans V. (1.2)
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Theorem 3.1.1. (Lax-Milgram) Soit V un espace de Hilbert et af.,.)
dans L (V x V,R) et f dans V'. Alors, sous la condition:

(Im) la forme bilinéaire af(.,.) est coercive, c’est-a-dire, il existe une con-
stante o > 0 telle que:

Pour tout u dans V, a (u,u) > a ||ul[},
Le probleme (1.2) est bien posé. En particulier, nous avons I’estimation:
Pour tout f dans V', |Jull,, < é I 1y (1.3)
Theorem 3.1.2. Soit V un espace de Hilbert, a dans L (V x V,R) et f dans
%8

Supposons que af.,.) est symétrique et positive c¢’est-a-dire que a (u,v) =
a (v, u) pour tout u,v dans V' et a (u,u) > 0 pour tout u dans V.

Alors, u est solution du probleme (1.2) si et seulement si v minimise sur
V' la fonctionnelle:

1
J(u) = 50 (u,u) — f (u), pour tout u dans V,

et on considere le probleme de minimisation:

Trouver u dans V' tel que
J(u) = mi‘r/lj (v)
ve

Proof. (Voir référence [5]) O
Dans le cas de la formulation plus générale (1.1), on a le théoreme suivant:

Theorem 3.1.3. :(Banach-Necéas-Babuska) Soient W etV deux espaces
de Hilbert, a dans L (W x V,R) et f dans V' . Alors le probléeme (1.1) est
bien posé si et seulement si:

il existe a > 0 telle que inf sup a(u,v)

— 7 > (nl)
ueW uevHuHW HUHV

Ainsi, on a l'estimation:

1
Pour tout f dans V', |lully < — [|flly (1.4)
«



18CHAPTER 3. METHODE DES ELEMENTS FINIS ET METHODES SPECTRALES

3.1.3 La méthode de Galerkin

Cette section est consacrée a 'approximation du probleme abstrait (1.1) par
la méthode de Galerkin. Le principe général consiste a définir un maillage du
domaine Q, grace auquel on va remplacer dans (1.1) les espaces fonctionnels
W et V par des espases d’approximation de dimension finie, notés W}, et
Vi. Pour des raisons de simplicité, on ne considerera que ’approximation
conforme ou Wj, inclus dans W et V}, inclus dans V.

Dans ces condition, la forme bilinéaire a (.,.) et la forme linéaire f sont
définies sur W), x V}, et V}, respectivement et le probleme approché s’écrit sous
la forme:

{ Trouver u;, dans W), tel que (1.5)

a (up,vp) = f(vg), pour tout v, dans Vj,

Un cas particulier de (1.5) est celui ot on choisit le méme espace d’approximation
V), pour la solution et les fonctions tests, ce qui conduit au probleme approché:

(1.6)

Trouver uy dans V}, tel que
a (up,vp) = f (vp), pour tout vy, dans Vj,

Dans ce cas, nous parlerons de méthode de Galerkin standard.

Remark 3.1.4. Si le probleme modéle satisfait la condition de Nécas, rien ne
garantit que le probléeme approché la satisfaits également et il est nécessaire
de vérifier la condition inf-sup discréte.

Afin d’appliquer les théoremes de Lax-Milgram et de Necas il nous faut
disposer de la version discrete des conditions donées par les deux théoremes
(Lax-Milgram et Nécas) qui est donnée comme suit:

— Pour le Théoreme de Lax-Milgram, la condition discrete s’écrit:

(Imy,) il existe une constante oy > 0 telle que:

Pour tout uy, dans Vj,, a (up,upn) > oy HuhH%/

— Pour le Théoreme de Nécas, on obtient la condition discrete:

Il existe ap, > 0 telle que inf sup @ (un, vn) > ayp, (nly)
un€Wh v,eVj, HuhHWh thHVh
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Corollary 3.1.1. Soit V' un espace de Hilbert et a(.,.) dans L(V x V,R)
satisfaisant la condition (Im) et f dans V'. Soit V}, inclus dans V. Alors, le
probleme approché (1.6) est bien posé. En partriculier, pour tout f dans V.
On a l’estimation:

1
lunlly < = /1y,

Corollary 3.1.2. Soit V et W deux espaces de Hilbert, a(.,.) dans L (V x W,R)
et [ dans V'. Soit V}, inclus dans V' et Wy, inclus W et supposons que les
espaces Vi, et Wy, soient de méme dimension, supposons la condition (nly) .
Alors, le probléeme approché (1.5) est bien posé. En partriculier, pour tout f
dans V'. On a estimation:

Junllr < o 17l

Definition 3.1.9. On appelle opérateur d’interpolation, ['application linéaire
[0}, de H' (Q) dans V}, définie, pour tout v dans H' (Q), par:

n+1

(o) () = > v () 65 (),

J=0

ou ¢; (z) est la base de Galerkin.

Lemma 3.1.1. On suppose que les conditions de continuité et coercivité
sont vérifiées et qu’il existe un sous espace ¥ inclus et dense dans V et une
application 11, de ¥ dans Vj, tels que:

lim ||v — IIj, (v)|| = 0, pour tout v dans 9.
h—0

Alors la méthode de Galerkin converge, ¢’ést-a-dire:

lim [|u — up|| = 0.
lim flu — wp| = 0

Lemma 3.1.2. (de Necas) Soit {T},},., une famille de maillages réguliers
de Q C R™. On suppose que k +1 > n/2. Alors, pour tout v dans H*1(2)
['interpolée 1l,v est bien définie, et il existe une constante C indépendante
de h et de v, telle que:

v =1L, (U)HHl(Q) < Ch* HUHHk+1(Q) :
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Lemma 3.1.3. Soit l'opérateur d’interpolation moyenne 7, définit par:

ﬁhv - Z UZ¢Z7

z

ou ¢, est la fonction de base de l’éspace des éléments finis au noeud z.
Alors pour tout m = 0 ou 1, 1 < q < oo et v dans W (Q) on a :

lo = Fuolymaiy £ D MB ol
K'NK#)

Lemma 3.1.4. pour tout v dans W14(Qy,), 1 < ¢ < oo,
-1 1-1
[olwoaory < M (Ar Nolwoaue + A 0l ) -
Le systéme linéaire Le probleme approché (1.5) est simplement un systeme
linéaire. Notons par:
N =dim W, et M =dimV},

Soit (¢, ...,¢n) une base de Wy, et (¢1, ..., o) une base de V, . Intro-
duisons la matrice de rigidité A dans RV ayant pour coefficients:

Aij=Wi;), 1<i<N, 1<j<M.

Introduisons également la décomposition de u;, dans la base de W}, comme

suit:
N
up = E ui ;.
i=1

Par la suite, le probleme (1.5) revient a trouver uy, ..., uy dans W, tels
que:

N
Zuia (i, vp) = f (v), pour tout v, dans Vj,
i=1

ou encore par linéarité de a (.,.) et f, il s’agit de trouver uy, ..., uy dans
W, tels que:

N
Zuia (¢1790]> = f (@j)? pour tout .] = 17 "'7M7

i=1
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c’est-a-dire il s’agit de résoudre le systéme linéaire suivant:

(Y1, 01) -+ (¥n,01) Uy f (1)

(szla‘SOM) (Q/JN,‘SOM) UN f(S.OM)

par les techniques d’analyse numérique habituelles et qui s’écrit sous la
forme matricielle suivante:

AU = F,
oll nous avons introduit le membre de droite F' dans R de composante:

La matrice A est a priori pleine. Toutefois, pour limiter le volume de
calcul, on va définir des fonctions de bases 1); dont le support sera petit,
c’est-a-dire, chaque fonction ; sera nulle partout sauf sur quelques mailles.
Ainsi les termes a (v, ;) seront le plus souvent nuls, car ils correspondent
a des fonctions 9; et ¢; de supports disjoints. La matrice A sera donc une
matrice creuse, et on ordonnera les v; de telle sorte que A soit de structure
bande, avec une largeur de bande la plus petite possible.

Interprétation de uy

On a:
a(u,v) = f(v), pour tout v dansV. (1.7)

Donc en particulier:
a(u,v) = f(vy), pour tout vy, dans Vj, (1.8)
car Vj, inclus dans V. Par ailleurs,
a (up,vp) = f(vg), pour tout v, dans V,.
Par soustraction de (1.7) et (1.8), on déduit que:
a(u — up,vy) = 0, pour tout v, dans V. (1.9)

Dans le cas ou a (., .) est symétrique, il s’agit d’un produit scalaire sur V,
up, peut alors étre interprété comme la projection orthogonale de u sur Vj, au
sens de a (., .).
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3.1.4 Estimation d’erreur a priori

Dans cette section, nous nous placerons systématiquement dans le cadre des
hypotheses du théoreme de Necas et du corollaire 1.2 de sorte que le probleme
(1.1) et son approché sont bien posés. Nous notrons u et uy, leurs solutions
respectives et e, = u — uy ’erreur d’approximation.

Lemma 3.1.5. (Céa) Avec les hypotheses ci-dessous, on a

| — up|ly, < (1+M) inf ||lu —wslyy (1.10)

ap wp EWp

Proof. (Voir référence [1]) O

3.2 Meéthodes spectrales

3.2.1 Principe général

Les méthodes spectrales sont des méthodes d’approximation des solutions des
équations aux dérivées partielles (stationnaires ou d’évolution); ces méthodes
font appel a des polynomes appartenant a la famille des polynomes de Jacobi
de la forme:

PO (g) = 2—116122 ( i > < e ) @—1) @+ 1D, Vee[-1,1]

par rapport a la fonction poids:
wr)=1—2)*(1+2)°

Dans ce travail on s’interesse a I’approximation de la solution d’un probleme
de controle optimal elliptique par les méthodes spactrales, en particulier on va
utiliser les polynomes de Legendre (ot « = 8 = 0 ) et on abordera la méthode
d’approximation de Galerkin. Il est a noter que dans le cas unidimensionel
on se place dans l'intervalle A = [—1, 1], et dans le cas bidimensionel on se
place dans le carré Q = [—1,1]%.

On introduit brievement les méthodes spectrales en considérant le probleme

suivant:
Lu+f=0 (2.1)
+ Conditions au bord et/ou initiales '
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ou L est un opérateur différentiel (stationnaire ou d’évolution) ou une intégrale.
Notre soucis est d’approximer la solution v du probleme posé ou le principe
des méthodes spectrales repose sur le fait d’écrire la solution u sous la
forme d'une combinaison linéaire de fonctions polynomiales ¢y connues au
préalable. Ces polynomes font partie de la famille des polynémes de Jacobi
(définis précédemment) ceci est interprété comme suit:

N+1

Uy = ZUWN (2.2)
i=0

En remplagant la relation (2.2) dans I’équation (2.1) on définie le résidu ou
I’erreur de 'approximation comme suit:

Ryi1(uo, ur, ...yuns1) = Luy + f (2.3)

Ainsi notre but est de pouvoir calculer les coefficients u; pouri =1,..., N+1
et d’essayer de rendre le residu le plus petit possible.

3.2.2 Polynémes orthogonaux

Definition 3.2.1. Etant donnée une fonction w(x) positive et intégrable sur
le domaine 2, on appelle un ensemble de polynomes orthogonaux sur €2 par
rapport a la fonction poids w(x) tout ensemble {py}, (tel que k est le degré
des polynomes) vérifiant la relation:

O / pi()p; () () d
5@']’

ot 05 est le symbole de Kronecker.

Polynomes de Legendre

Les polynomes orthogonaux les plus simples sont les polynomes de Legendre;
ils sont définis sur l'intervalle [—1,1] ou la fonction poids est la fonction
constante de valeur 1. On les note Ly ou k est le degré du polynome; par
suite on a la relation d’orthogonalité par rapport aux plynomes de Legendre
suivante:

2



24CHAPTER 3. METHODE DES ELEMENTS FINIS ET METHODES SPECTRALES

On peut les définir par la relation de recurrence a trois terme suivante:

LO(.I') =1
Li(z) ==z
Ly (z) = %ck—E:ELk(x) - kiHLk_l(x), pour tout = dans [—1,1]

3.2.3 Méthode d’approximation de Galerkin

Il existe plusieures techniques de determination des coefficients d’approximation,
dans ce travail nous allons aborder une seule qui est la méthode de Galerkin.
C’est une méthode d’approximation variationnelle et son principe consiste a
définir une base de fonctions {®;}, ot i = 0,..., N + 1 qui sont (dans notre
cas) une combinaison linéaire des polynémes de Legendre sous la forme:

O, (z) = Li(z) + a;Lip1(x) + biLiyo(x).

Ces nouvelles fonctions de bases {®;}; o7 = 0, ..., N+1 doivent satisfaire
les conditions au bord imposées dans le probleme (2.1), et le résidu doit étre
orthogonal a ces dernieres. Ainsi on définit la solution approchée uy de u

comme suit:
N+1

=0

3.2.4 FErreur d’approximation polynomiale en dimen-
sion une

On note par 7y l'opérateur de la projection orthogonale de L*(A) sur Py (A)

ou Py (A) désigne I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal & N

par rapport a la variable x.

Ceci signifie que pour toute fonction v de L*(A) , myu appartient & Py (A)
et vérifie:

Pour tout ¢ dans Py (A), /A(u — vu) (YN (¢)d¢ = 0.

Pour des raisons de calcul, on ne considere que la série tronquée d’ordre
N, et en appliquant I'opérateur my, on obtient:

N
TNU 22 E usz
1=0
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Theorem 3.2.1. Pour tout entier m > 0, il existe une constante ¢ positive
ne dépendant que de m telle que, pour toute fonction u de H™(A) N H(A),
on ait:

Ju— 7TNUHL2(A) <CONTT ||u||Hm(A) :

3.2.5 FErreur d’approximation polynomiale en dimen-
sion deux

Pour la suite, on note par IIy l'opérateur de la projection orthogonale de
L*(Q) sur Py () sachant que Py(Q2) est Pespace des polynomes sur  de
degré inférieur ou égal a N par rapport a chaque variable z et y, qui n’est
autre que I'espace des polynomes en x sur A de degré inférieur ou égal a N,
a coefficients dans I'espace Py (A) de degré inférieur ou égal a N par rapport
a la variable y. Le passage du cas unidimentionnel au cas bidimentionnel
repose essentiellement sur un argument de tensorisation (voir référence [3]).

Par suite on a le théoreme suivant de I’estimation d’erreur d’approximation
polynomiale en dimension deux:

Theorem 3.2.2. Pour tout entier m > 0, il existe une constante C' positive
ne dépendant que de m telle que, pour toute fonction u de H™(2) N HL (),
on ait:

1,0 m
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Chapter 4

Erreurs a priori de la
discrétisation d’un probleme de
controle optimal elliptique

Dans ce chapitre on abordera un probleme de controle optimal elliptique on
donnera les conditions nécessaires d’optimalité, on abordera la discrétisation
du probleme par la méthode des éléments finis et une méthode spectrale et
on finira par donner des résultats sur des estimations des erreurs a priori sur
I’état, le controle et la fonction objectif.

4.1 Erreurs de discrétisation par la méthode
des éléments finis

4.1.1 Position du probleme de contréle optimal

On va étudier un probleme de controle optimale gouverné par une équation el-

liptique, on verra I'utilité de la méthode des éléments finis dans la discrétisation

d’une équation reliée a un probleme de controle. En effet, on considere les

espaces d’Hilbert H, U et V, ou H et U sont identifiés chacun par son dual.
Soit V' le dual de V' et on suppose que V — H — V' et que:

vl < lvlly, , pour tout v dans V' (3.1)

On suppose que U,y est un ensemble convexe fermé non vide de U; on con-
sidere a présent 'opérateur linéaire et continu B de U dans H et son adjoint

27
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B* de H dans U.
Dans ce cas on considere le probleme de controle optimal ou il s’agit de
minimiser g(y) + f(u) avec:

1 2
9(y) = 3 ly — vall7 »
ouy dans V et y; dans V' un élement donné.
1 2
flu) = 3 lull;;, ot u dans Uyg,

soumise a l’équation d’état:

a(y,v) = (Bu,v),, pour tout v dans V. (3.1.1)
La fonctionnelle cotit J de V x U dans R est donnée par:
1 1
Tow) = 5y = wally + 5 Tl + T (u). (312)

ou Iy, est la fonction indicatrice de I’ensemble convexe U,q et y; dans V est
un élément donné.

On aura ainsi le probleme de controle optimale :

(P): minimiser J(y,u) définie en (3.1.2) pour u dans U et y dans V
soumise a ’équation d’état définie en (3.1.1)

On introduit I'état adjoint p dans V' et I’équation de I’état adjoint qu’on
définie par:

a(p,v) = (y — ya, v) g, pour tout v dans V' (3.1.3)

On considere aussi la fonctionnelle cout ¢ (u) = J(y,u), ou y est la solu-
tion de (3.1.1), soit (u + Aw, y + A\@) une incrémentation de la paire optimale
(u,y). De la condition d’optimalité:

¢ (u+ Aw) > ¢ (u), pour tout w dans U.

Apres un calcul direct, on déduit:

A 1
(v = va,0) gy + (w,w)y + 5 [llwlly + 1011] + 5 (o, (w+ Mw) = T, ()] > 0.

En faisant tendre A\ vers 0, on obtient:

(Y = ya,0) g + (u,w)y, + I, (u,w) >0, pour tout w dans U. (3.1.4)
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ou I, est la dérivée directionnelle de Iy,
On éerit (3.1.1) pour (u+ Aw, y + A0) et (u, y) et on obtient par sous-

traction:
a(f,v) = (Bw,v)y, pour tout v dans V' (3.1.5)

On prend v = 6 dans (3.1.3), il vient:
a(p,0) = (y — ya,0)n, pour tout 6 dans V' (3.1.6)

En prenant v = p dans (3.1.5); en utilisant la symétrie de a (.,.), on a:

a(p, 0) = (Bva)H .

De I'égalité ci-dessus et (3.1.6), on trouve:

(Y — Y4, 0)u = (B™p,w),; .
On introduit cette derniere dans (3.1.4), on obtient:
(u+ B*p,w), + I, , (u,w) >0, pour tout w dans U.
Ainsi, on trouve:

0€u+ B*'p+0ly,, (u) (3.1.7)

Ou la sous-différentielle 01y, (u) est définie par:

oy, (u) ={z; (2,w—u),; <0, pour tout w dans Uy},

Ainsi les conditions nécessaires d’optimalité sont données par (3.1.1),

(3.1.3) et (3.1.7).

4.1.2 Discrétisation du probleme de contrdle optimal

On va écrire le probleme discret, pour cela on introduit la famille {V}}, _ des
sous-espaces de dimensions finis de V' et la famille {Uj},, ., correspondant a
U . Considérons aussi la famille des sous-ensembles non vides fermés convexes
{ut,} B >0 Ol UM inclus dans U,y On introduit notamment les opérateurs
de projection: 7, de V dans V}, et 7T,(L] de U dans Uy,.

On introduit également ’hypothese:

HYPOTHESE 1:



30CHAPTER 4. ERREURS A PRIORI DE LA DISCRETISATION D’UN PROBLEME DE C

Ul C U,q pour tout h > 0.

La discrétisation de Galerkin qui correspond a l’'équation d’état est donnée
par:
a(yp, v) = (Bup,vy), pour tout vy, dans V, (3.1.8)

La fonctionnelle cotut est donnée par:

1 1
Tn(yn, un) = 5 llyn — mnyall 7 + 3 lunllf; + Lo, (un) (3.1.9)

On introduit le probleme de controle optimal :

(Py): minimiser Jy(yp, up) défini par (3.1.9) pour uy, dans U, et yp, dans
V}, soumise a I’équation d’état définie en (3.1.8).

Soit py dans Vj, I'état adjoint qui satisfait 1’équation de 1’état adjoint
sulvante:

a(pn,vn) = (Yn — ThYa, vs), pour tout vy, dans V, (3.1.10)
et comme d’habitude on a la condition d’optimalité:

0e uh—l—B*ph—l—Gthd (uh) (3.1.11)

Les conditions nécéssaires d’optimalité pour le probleme (P,) sont données
par (3.1.8), (3.1.10) et (3.1.11).

4.1.3 Estimations des erreurs a priori

Dans ce qui suit on va aborder des théoremes illustrant les estimations des
erreurs a priori dues a la discrétisation du probleme de controle optimal
elliptique par la méthode des éléments finis.

Notons par (@, 3) et par (uy, ) les solutions optimales respectivement des
problemes (P) et (Pp). On introduit notamment les variables d’interpolation
suivantes:

-ry la solution de I’équation :

a(rp,vp) = (B, vy)y , pour tout vy, dans Vj (3.1.12)

-qp, la solution de I’équation:
a(gn,vn) = (Th — ThY4, V) » pour tout v, dans V, (3.1.13)

-sp, la solution de I’équation:

a(sp,vn) = (¥ — Ya, Vy) gy , pOUr tout vy, dans Vj (3.1.14)
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Lemma 4.1.1. Les relations suivantes sont satisfaites:

(B*pn — B*qp, tn — )y > 0 (3.1.15)
(Zh—Z,’ELh—’EL)U Z (zh,&h—ﬁ)U (3116)
avec
2= —(B'p+q) (3.1.17)
et
zn = — (B pn + ) (3.1.18)

Proof. D’aprés ’équation (3.1.8), on a:

a (Uns prn — qn) = (BUn, pr — qn) g -
De I'équation (3.1.12), on obtient:
a(rns pr — qn) = (BU, pp — qn) g -
Ainsi, en utilisant les relations ci-dessus, on obtient:
(Bup, — Bi,pn —qn)y = (Bun,pn — qn)p — (BU,pr— Gn) g
= a(Yn,ph — qn) — a(Th, Ph — qn)

= a(Yn—Th,Dh — Qn)
= a(¥n—Th0n) — & (Yo — Th, qn) -

D’aprés 1’équation (3.1.10), on obtient:

a(pnsJn — 1) = (Jn — ThYa, Un — Th) 1 »
et de I'équation (3.1.13), on obtient:

a(qn, Yn — 1) = (Th — ThYd, Yn — Th)H‘
D’aprés ce qui précede, on obtient:

(Bup — Bu,ph — qn)y = (Un — ThYa:Un — Th) gy — (Th — Th¥Ya, Un — Th) g
= ||lgn — a5 > 0.

Par suite, on obtient (3.1.15).
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A partir des équations (3.1.7) et (3.1.17), il en résulte que z € 0l , (u) et
en utilisant la définition de la sous-différentielle et I’hypothese 1, on obtient:

— (z,an — )y =0,
d’ou:
(zn — z,up — )y = (2, Up — W)y — (2,0 — W)y > (2, Un — )y,
prouvant ainsi (3.1.16). O

Theorem 4.1.1. Soit (u,7y) la solution optimale du probléeme (P) et (up,yn)
celle du probléme (Py,). Alors, on a:

o —all?, < cllala—all, + 1B - Ballg lan—al,  (3.1.19)
ou ¢ > 0 est une constante qui ne dépend pas de h.
Proof. D’aprés les équations (3.1.17) et (3.1.18), on a:
B*p — B*qy, = (B*pr, — B*q) + (up, — u) + (2, — 2) .
Donc
(B*p — B*qn, @i — )y = (B*pr — B qn, @ — @)+ an — allp+(2n — 2, — @),
En utilisant les équations (3.1.15) et (3.1.16), on obtient:
(B*p — B*qn, i — )y > ||an — allsy + (2n, @ — @),y (3.1.20)
On a:
(zn, U — @)y = (20, U — m, @), + (2,7, 0 — ), (3.1.21)

Des équations (3.1.18) et (3.1.7), on a 2z, = — (B*p, + ap,) € 0ly,, (up)
et donc:

(2n, up, — wyp),; > 0, pour tout wy, € Uy,

On prend wy, = 7@, on obtient:

(Zh,’ljh — W}({U)U Z 0.
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D’apres 1’équation (3.1.21), on trouve:
(2h, Un — W)y > (20, ™, @ — @), -
D’ou:
(2 tn = @)y > = llanlly ||t/ — ]|,

On pose ||z, < ¢, et en tenant compte de I’équation (3.1.18), il s’ensuit
que:

(zn, Un — W)y > —c||myu—al|, (3.1.22)

Les équations (3.1.20) et (3.1.22) nous permettent de conclure le resultat

cherché (I'équation (3.1.19)). O

On va a présent introduire des hypotheses qui nous seront utiles dans ce
qui suit . On commence par introduire I’équation variationnelle :

a(y,v) = (¢,v), pour tout v dans V (EV)
Et sa disrétisation de Galerkin suivante:
a(yn,vn) = (@, vp) g, pour tout vy, dans Vj (EVp)

Maintenant on introduit les hypotheses:

HYPOTHESE 2:

Soit y la solution de (EV) et y; la solution de (EV}), alors on a les
estimations :

||y - thV S Chq7

et
|y — ynllg < ch?.

HYPOTHESE 3:
Soit y4 € V alors on a:

|\ 7Thya — vally, < ch?,

et
|1 7Thya — vall g < chi.

HYPOTHESE 4:
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Soit le conrole optimal u, alors on a:
||7Thﬂ - aHU S Chq7

ol ¢ est une constante positive qui ne dépend pas de h et ¢ > 1 est un en-
tier.

Theorem 4.1.2. Soit u le contréle optimal du probleme (P) et uy, le controle
optimal de (Py). On suppose que les deux hypothéses 1 et 4 sont satisfaites
et que v > Z. Alors les contréles optimaux vérifient:

[z = unll, = O(RY).
Proof. a partir de 'hypothese 4, on a:
|mha — al|, < ch?. (3.1.27)

Tout d’abord on applique I’hypothese 2 aux équations (3.1.1) et (3.1.9) en
prenant ¢ = Bu et on obtient:

15 = rally < chf (3.1.28)

La relation (3.1) donne:
19 = rally < ch? (3.1.29)

Ot g est I'état optimal du probleme (P).
De la méme fagon, en appliquant I’hypothese 2 aux équations (3.1.3) et
(3.1.14), on obtient:
Ip — sl < ch? (3.1.30)

D’aprés les équations (3.1.13) et (3.1.14) et par soustraction, on trouve:
a(sh — qn,vn) = (Y — 7, v8) iy + (ThYa — Ya, V) » pour tout vy, dans Vj

On prend v, = s, — ¢, et en utilisant la coercivité de a(.,.), on obtient:

2 2 _
allsn = anlly < allsn = anlly < (19 = rally + [170ya = vall o) l1sn = anll o

et donc:

Isn = anllr < @™ (15 = rll g + 7wy — vall ) (3.1.31)
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a partir de I’hypothese 3, on a aussi:
|7hya — yall i < ch? (3.1.32)

En remplagant les equations (3.1.29) et (3.1.32) dans I'équation (3.1.31), il
vient:
Ish — anllyy < a™ch?,

et donc:
llsh — anll g < ch? (3.1.33)

et
Ip = anllyy < llp = snllyy + llsn — anll -
En utilisant (3.1.30) et (3.1.33), on obtient:
Ip = anll gy < ch®.

Par suite il vient:
|1B*p — B qnl|yy < ch? (3.1.34)

En utilisant I’équation (3.1.20) et en tenant compte des équations (3.1.27)
et (3.1.34) avec || — ap||, = O (h7), on a:

W2 < BT+ WY = B9 (1 4+ h7) > 2R,
et on obtient donc v > 1 O

On introduit 'hypothese suivante:
HYPOTHESE 5:
Pour I'état optimal ¢ on a ’estimation suivante:

lmny = ylly, < ch?, (3.1.35)

olt ¢ > 0 une constante qui ne dépend pas de h, et v > 1 .
On est maintenant en mesure de donner une estimation pour les états
optimaux.

Theorem 4.1.3. Soit y l’état optimal du probléme (P) et gy, l’état optimal du
probleme (Py,). On suppose que les hypothéses 1 et 5 sont satisfaites. Alors
avec:

19 = rally, = O(h7) (3.1.36)

ou ry, est la solution de l’équation (3.1.12), on a:

17 = 9nlly, = O(h7) (3.1.37)
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Proof. Puisque 1'équation (3.1.36) est exactement 1'équation (3.1.28), nous
n’allons aborder que la preuve de (3.1.37).

Soit v, dans Vj,, en utilisant ’équation (3.1.8) et la coercivité de a(.,.),
on trouve:

allgn — vl < (B, Gn — vn) gy — a(vn, Gn — on) (3.1.38)

De I’équation (3.1.1), on obtient aussi:

a(y —vn,Un —vn) = a(¥,Un —vn) — a(Vn, Yo — Vn)

= (Bun,Un — vn)y — @ (Vn, Yo — n) -
On déduit:
—a(Vn, Yo — Vn) = a(§ — U, Yn — V) — (BU,Yp — Vn) gy -
Qui a été introduite en (3.1.38), pour obtenir:
||y — Uh||%/ < a(y — vn, Yo — vn) + (B (Un — @), Yn — Vn) g -

En utilisant la continuité et la coercivité de a(.,.), et l'inégalité de
Cauchy-Schwartz, on obtient:

_ 2 _ _ _ _ _

ol = wnlls < M g = wally g — ol + 181 e — il i — vl

et donc:
15— vally < Ma™ |G —wally + a7 Bl @ — anll, (3.1.39)
On introduit I’équation (3.1.39) dans:
17— 3ully < 17— il + 15— vl

Finallement on obtient:

|9 —9nlly < c(|lg —wnlly + lu — anll,), pour tout v, dans Vi, (3.1.40)

On prend vy, = m,y dans I'équation (3.1.40) et on utilise I'hypothese 5 et

I'équation (3.1.26) du théoreme. On conclue la preuve.
[
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Theorem 4.1.4. Soit (u,y) la solution optimale du probléme (P) et (un,yn)
celle du probléeme (Py). On assume que les hypothéses 1 et 5 sont satisfaites.
Alors on a:

| (9, @) — Ju(Gn, un)| = O(R) (3.1.41)

Proof. D’apres les définitions des fonctionnelles cott J et J, et en tenant
compte du fait que Ix (u) = Ik, (us), on obtient:

o o Ly, _ I, _
(5, 0) = In(@ns )| < 5 (117 = vallsr = 150 = muvallze| + 5 all = Nanlly|
(3.1.42)

Avec

IN

Gl e + Nlvall g + 1nll g + mnyall )
Ny = vall g = 1190 = Tryall |

c (¥ = va) = (Un — mya)l

(1@ = )l g + 1 (ya — Tnya)ll )
(1@ =)l + [(va — 7nya)ll )

_ 2 _ 2
}Ily - yd”H - ||yh - WhdeH‘

IANIAIA

En utilisant I’équation (3.1.36) ainsi que I’hypothese (3), on trouve:
17 = valls = 190 — 7ayall | = O (h7) (3.1.43)
On a aussi:
[lalls = Nanlls | = lally + lanly) el = o) < ela = anl, .
et de I’équation (3.1.26), on obtient:
l[all;; = llanlly| = O(A) (3.1.44)
On conclue, en remplagant (3.1.43) et (3.1.44) dans (3.1.42). O

4.2 FErreurs de discrétisation par la méthode
spectrale

4.2.1 Position du probleme de controle optimal

On va maintenant présenter les choses de fagon formelle. On va traiter un
probleme de controle optimale gouverné par une équation aux dérivées par-
tielles elliptique, on verra notamment la discrétisation d’une équation reliée
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a un probleme de controle optimal par la méthode spectrale. On considere
V' le dual de V et on suppose que V — H < V’. On considere a présent
lopérateur linéaire et continu B de U dans V' et son adjoint B*de V' dans
U. On écrit ’équation d’état sous la forme:

a(y,v) = (Bu,v), pour tout v dans V' (3.2.1)

et la fonctionnelle cotit dans ce cas est donnée par:

Tw) = 3 lly = vally + 3 (3.2.2)
ou y4 dans V' est un élément donné.
On aura ainsi le probleme de controle optimale :
(P): minimiser J(y,u) définie en (3.2.2) pour w dans U et y dans V
soumise a ’équation d’état définie par le probleme (3.2.1).
On introduit I’état adjoint p dans V' et I’équation de I’état adjoint qu’on
définie par:
a(p,v) = (y — ya,v), pour tout v dans V (3.2.3)

I’équation de projection dans ce cas est donnée comme suit:
u+B'p=0 (3.2.4)

Ainsi, les conditions necessaires d’optimalité sont données par (3.2.1), (3.2.3)
et (3.2.4).

4.2.2 Discrétisation du probleme de contrdle optimal

On va écrire le probleme discret, pour cela on introduit 'espace X (€2) défini
comme étant I’ensemble des plynomes de degré < N dans € et on introduit
les espaces de dimension finie suivant: Vy = Xn(Q) NV, Hy = Xy(Q) N H
et Uy = Xy (2) N U. On introduit notamment les opérateurs de projection:
mn de V dans Vi et 71'](\][ de U dans Uy, par suite la discrétisation de Galerkin
de I'équation d’état est donnée par:

a(yn,vy) = (Buy,vy), pour tout vy dans Vi (3.2.5)

et la fonctionnelle cott est donnée par:

1 1
In(Yn,un) = 5 lyn — mayalls + 3 un]l? (3.2.6)
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Dans ce cas on introduit le probleme de controle optimal discret sous la
forme:
(Py): minimiser Jy(yn,uy) pour uy dans Uy et yy dans Vy soumise a
I'équation d’état définie par (3.2.5).
Soit py dans Vi 1'état adjoint qui satisfait I’equation de 1’état adjoint
suivante:
a(py,vn) = (Yyy — TNYa, VN ), pour tout vy € Viy (3.2.7)

et comme d’habitude on a la condition d’optimalité:
uy + B'pn =0 (3.2.8)

Les conditions nécéssaires d’optimalité pour le probleme (P ) sont données
par les équations (3.2.5), (3.2.7) et (3.2.8).

4.2.3 Estimations des erreurs a priori

Dans ce qui suit on va aborder des théoremes illustrant les estimations des
erreurs a priori entre le probleme de controle optimal exacte et celui aproché
par la méthode spectrale de Legendre. Nous allons au fure et a mesure
donner des notions et des hypotheses nécéssaires dans les démonstrations qui
vont suivre.

Notons par (u,y) et (un,yn) les solutions optimales respectivement du
probleme (P) et (Py). On introduit notamment les variables d’interpolation
suivantes:

-ry la solution de 1’équation :

a(ry,vy) = (Bu,vy), pour tout vy dans Viy (3.2.9)
-gn la solution de I’équation:
a(gn,vn) = (r~v — TNY4, UN) g , pour tout vy dans Vy (3.2.10)
-sn la solution de I’équation:
a(sy,vn) = (¥ — Ya, Un) g » pour tout vy dans Vi (3.2.11)
Lemma 4.2.1. Les relations suivantes sont satisfaites:
(B*pn — Bqn, iy — @) > 0 (3.2.12)

(ZN — Z, Un — ’l_L)U =0 (3213)
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avec
2= —(Bp+a) (3.2.14)

et
IN — — (B*pN + fLN) (3215)

Theorem 4.2.1. Soit (u,y) la solution optimale du probléme (P) et (un, yn)
la solution optimale du probléme (Py ). Alors on a:

[z —unlly < 1B — B anlly (3.2.16)
Proof. Des équations (3.2.14) et (3.2.15) on a:
B*p — B*qy = (B*py — B*qn) + (uny — @) + (2n — 2),
ainsi on obtient:
(B*p—B*qn, in—1)y = (B*pn—B"qn, in—)y+|an — ulls+(2n—2, in—a)v,
en utilisant les deux relations du lemme précédent on trouve:
(B*p— Bqy, iy — @)y > [luy —ullf;,

et I'inégalité de Cauchy-Schwartz nous permet de conclure I’estimation cherchée.
O

On va a présent introduire des hypotheses qui nous seront utiles dans ce
qui suit. On commence par introduire 1’équation variationnelle :

a(y,v) = (p,v), pour tout v dans V' (EV)
Et sa disretisation de Galerkin suivante:

a(yn,vy) = (v, vy), pour tout vy dans Vy (EVy)

HYPOTHESE 1:

Soit y la solution de (EV) et yx la solution de (EV ) alors on a l’estimation

ly —ynlly S N7 (3.2.17)
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ou m > 1 est un entier et ¢ > 0 une constante qui ne dépend pas de
N.

HYPOTHESE 2:
Soit y4 dans V alors on a:

1Ya — vyl < N7 (3.2.18)
ol m > 2 est un entier et ¢ > 0 une constante qui ne dépend pas de N.
Ainsi on a :

Theorem 4.2.2. Soit u le contréle optimal du probléme (P) et uy le controle
optimal de de (Py). On suppose que les deux hypothéses précedentes sont
satisfaites. Alors on a:

@ — anlly; = O(N™™) (3.2.19)

Proof. Tout d’abord on applique '’hypothese 1 a (3.2.1) et (3.2.9) en prenant
@ = Bu et on obtient:
19 —rnlly <eNT™ (3.2.20)

ou y est 1’état optimal du probleme (P). De la méme maniere, en appliquant
I'hypothese 1 pour (3.2.3) et (3.2.10), on obtient:

1P —anlly < cN7T™ (3.2.21)
apres des calculs simples et d’apres (3.2.10) et (3.2.11), on aboutit a:
Isv —anlly < o (17— rally + lya — 7nyall ) (3.2.22)
En appliquant 'hypothese 2, on obtient:
1Ya — Tayall g < eN 7™ (3.2.23)
On introduit (3.2.20) et (3.2.23) dans (3.2.22), il vient:
[sn —anlly < eN7™ (3.2.24)

comme
lp = anlly < llp = snllg + sy —anllg
et en utilisant (3.2.24) et (3.2.21), on obtient:
Ip = anlly < eNT™,
alnsl:
1B"p — B qnlly < eN™™.

On conclue en utilisant la relation (3.2.16) du théoreme précédent. O
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Pour la suite, on introduit I’hypothese suivante:

HYPOTHESE 3:
Pour I’état optimal ¢ on a l'estimation suivante:

1y — 7nglly, < eN'T (3.2.25)
ol m > 2 est un entier et ¢ > 0 une constante qui ne dépend pas de N.

On va maintenant établir une estimation pour 1’état.

Theorem 4.2.3. Soit y [’état optimal du probleme (P) et yn U'état optimal
du probleme (Py). On suppose que les hypotheses 1, 2 et 3 sont satisfaites.
Alors les états optimauzx 1 et yy satisfont:

17 —rnlly =ON™™) (3.2.26)
ou ry est la solution de l’équation (3.2.9), et on a:
15 = gnlly = O(N'T™) (3.2.27)

Proof. 1’équation (3.2.26) est exactement 1'équation (3.2.20), c’est pour cela
que nous n’allons aborder que la preuve de la relation (3.2.27).

Soit vy dans Vi, en utilisant (3.2.5) et la coercivité de la forme bilinéaire
a(.,.), on obtient:

allyny — UNH%/ < (Buy,yn —vn) — a(vn, N — UN) (3.2.28)
de (3.2.1), on obtient aussi:
—a(vy, Yy —vn) = a(y — vN,Un — vn) — (BU, In — vN)

qui a été donnée par 1'équation (3.2.28) et en utilisant la continuité de af.,.)
et d’apres l'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient:

x5 —vnlly < Ma™ lg —oxlly + o7 | Bl [z — avll, (3.2.29)
on introduit (3.2.29) dans:

17 = gnlly <115 = onlly + 155 = vnlly
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Finallement, on obtient:
17 —9nlly < c(lg—vnlly + ||@ —tnll;), pour tout vy dans Vi, (3.2.30)

ou ¢ > 0 est une constante indépendante de N, u et .
L’inégalité (3.2.30) correspond au lemme de Céa pour les équations (3.2.1)

et (3.2.5).
On prend vy = myy et on assume que I’hypothese 3 est satisfaite. Alors:
ly = 7yl = O(NT™),
et ainsi on obtient le résultat désiré. ]

Theorem 4.2.4. Soit (u,y) la solution optimale du probleme (P) et (un, yn)
la solution optimale du probléeme (Px ). On assume que les hypotheses 1,2 et
3 sont satisfaites. Alors on a:

| J (g, 1) — In(Fn, un)| = O(N'™™)

Proof. D’apres la définition de la fonctionnelle cott on a:

_ _ _ 1 _ 2 _ 2 1 112 — 2
|J(7,0) — In(Un, un)| < 3 5 — vallz — o — 7TN?Jd||H{+§ |zl — llax]ly]
(3.2.31)
par suite:
_ 2 _ 2 _ _
17— yallz — 1o~ — 7nvyallz| < Ul + lyallg + 1onll g + lmvyall )
et

< ¢y —ya) — (Un — ™5l 5
< @ —93llg — 1wa — 7vya)ll )
< (g —amlly — (e — 7vya)ll g)-

En utilisant (3.2.27) du théoreme précedant ainsi que l’hypothese 2, on
trouve:

19 = Yallr = 98 = 7 Yall |

17 = vallr — 15y — mvwally| = O (N*™) (3.2.32)
et
2 _ 2 _ _ _ _ I
lally = llanlly| = (lally + lax o) ally = lavly| < clla - avll
et de (3.2.19), on obtient:
1l — llaxly| = o).

Finallement on conclue en introduisant les relations (3.2.32) et (3.2.33) dans
I'équation (3.2.31) . O
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Chapter 5

Erreurs a posteriori de la
discrétisation d’un probléeme de
controle optimal

L’objectif de cette partie est d’estimer ’erreur entre la solution exacte d’un
probleme et son approximation par la méthode des éléments finis et une
méthode spectrale, uniquement en fonction de quantités connues, c’est-a-
dire de la solution approchée, des données du probleme posé et du parametre
d’approximation. De telles estimations sont appelées estimations d’erreur
a posteriori et se distinguent des estimations d’erreur a priori présentées
précédement par le fait que ces dernieres font intervenir la solution exacte (qui
n’est pas en général connues) ou l'estimateur d’erreur a posteriori présenté
dans cette partie est I'estimateur par résidu.

5.1 Estimation d’erreur a posteriori

Les estimations d’erreur a posteriori ont été introduites en 1978 par Babuska
et Rheinbolt, depuis, I'intérét pour de telles estimations s’est considérablement
accru. Cet intérét est principalement da a la nécessité d’obtenir des résultats
numériques précis sans que le cotut de calcul soit trop élevé. En effet, I’analyse
d’erreur a posteriori permet de déterminer explicitement si la solution ap-
prochée est une approximation de la solution exacte u suffisament précise
pour les besoins de l'ingénieur.

En notant e(u,) et n(uy), respectivement l'erreur exacte et 'estimateur

45
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a posteriori de cette erreur, on souhaite obtenir des inégalités du type:
Cre(uq) < nug) < Cae(ue),

ou (7 et Cy sont des constantes données. Ces inégalités signifient que
Ierreur est globalement équivalente a ’estimateur d’erreur a posteriori.

Il est bien connu qu’en général sauf dans des cas particuliers 'erreur e(u,)
est rarement connue explicitement tandis que les estimateurs d’erreur peu-
vent étre évalués expérimentalement et méme théoriquement ce qui fournit
une évaluation de l'erreur e(u, ).

5.1.1 Les estimateurs de type résidu

D’apres le théoreme de Necas on a:

a(u — Uy, v)

cllu—ul < sup
et Tl

< up A = ). 0)
et Tl

< |If = Auelly

et ainsi on aurait obtenue une premiere estimation a postériori de I’erreur
sauf que cette estimation fait intervenir la norme [|.||,, qui est difficile a
mettre en oeuvre, pour cela on va faire en sorte de se débarasser de cette
derniere de la maniere suivante:

On a a(u — u,,v,) = 0, alors on peut écrire:

a(u — Uy, U — Vy)

1
lu—usll, < —sup , pour tout v, dans V.

veV ||UHV

On peut développer le numérateur dans le second membre comme suit:

a(u — Uy, v —v,) = a(u—u,,v)

= /Qf(v — Vp)dx — a(tg, v — V,)

_ /Qf(v —u)da — /QAUU(U —uy)de
— /Q(f — Au,) (v — v,)dz,
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et par 'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient:
a(u = ug, v = v5) < ||f = Auglly v = volly,
Enfin on obtient:

|f - AUUHV v — UUHV
[vlly
If — AUoHV v — 7TUUHV

vl

N

¢llu = uolly

Y

et comme on sait que:
lv =7o0lly, < ca® oy,

on obtient:
v = uolly, < co™ || f — Aug ||y -

5.2 Erreurs de discrétisation par la méthode
des éléments finis

Le but de cette partie est de mettre en évidence la nécessite de la méthode des
éléments finis adaptative pour les problemes de controle optimal. On va con-
struire une approximation par la méthode des éléments finis d’un probleme
de controle optimal modele ou g et h sont des fonctions quadratiques et d’en
tirer des estimations des erreurs a posteriori.

On s’intéresse au probleme de controle optimal suivant :

min {gly) + h(w)},
—Ay = f+ Busur , y =0 sur 02

ou g et h sont des fonctions convexes, U,y est un ensemble convexe fermé
et f est assez réguliere.

5.2.1 Position du probleme de controle optimal

Soient 2 et 2V deux ensembles ouverts bornés dans R"(n < 3) A frontiere
lipchitzienne 9 et 0NV,
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Afin de bien fixer les idées on note dans la suite: ’espace de 1'état V' =
H (), et espace du controle U = L2(QY), et H = L?(Q).
Soit le probleme suivant:

. 2 2
{ min U{%Hy—deH"‘%HUHU}’

u € Uyq C

—Ay = f+ Busur 0, y =0 sur 0

ot f est dans L = L*(Q), U,q est un ensemble convexe fermé donné dans
U, B est un opérateur linéaire continu de U dans L inclus dans V' ( 'espace
dual de V).

Afin d’aborder I'approximation par les éléments finis du probleme de
controle optimal, on a besoin de la formulation variationnelle de ’équation
d’état.

a(y,v) = [, Vy Vo dQ, pour tout y et v dans V,
(f + Bu,v) = [,(f + Bu)v d, pour tout (u, v) dans U x V.

Par suite la formulation variationnelle de 1’équation d’état est sous la
forme:

Trouver y(u) dans V' tel que :
a(y(u),v) = (f + Bu,v), pour tout v dans H] (Q),

Alors, le probleme de controle optimal modele peut étre réecrit sous la
forme :

. 1 2 1 2
= —_— 5 )
ue Ua?clnm(nv) tally = vl + 5 llllo} (4.2.1)
a(y(u),v) = (f + Bu,v), pour tout v dans V = Hg (Q).

Soit v et M deux constantes positives indépendantes de h; tels que pour
tout y et v dans V, on a:

aly,y) > allyly
et
lay, v)] < M{lylly o]l -
I est bien connu que le probleme de controle (4.2.1) admet une unique
solution (g, u) et que la paire (g, u) est la solution de (4.2.1) si et seulement

si @ il existe un état adjoint p dans V' tel que le triplet (y,p,w) satisfait les
conditions d’optimalité :

a(y,v) = (f + Bu,v), pour tout v dans V = Hj (Q), (4.2.2)
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a(q,p) = (J — yaq), pour tout q dans V = Hj (), (4.2.3)
(@ + B*p,w — @)y > 0, pour tout w dans U,q inclus dans U = L? (QU) )
(4.2.4)

Ou B* est 'opérateur adjoint de B, et (.,.)y est le produit scalaire de U.
Dans ce qui suit on notera simplement le produit par (.,.).

5.2.2 Discrétisation du probleme de controle optimal

Considérons 'approximation d’un probleme de controle optimal (4.2.1) par
la méthode des éléments finis.

Approximation de ’espace d’état

Soit €2, 'approximation de ) a frontiere 0€2;,. Soit T}, une partition de €2}, en
n-simplexes K réguliers, ouverts et disjoints, tel que
o= | K,
KET,
et chaque élément admet au plus une face en 9€2,, ou K et K’ ont un seul
sommet commun ou un bord entier, ou une face entiere si K et K’ sont dans
Th .
Ou

P; dans 090, = P, dans 0,
tel que {P,;} pour i =1,...,j est 'ensemble des sommets associés a T},.

On considere un autre sous-espace de dimension finie Sj, de C°(Q;,) as-
socié a T}, , tel que x/x sont des polynomes d’ordre p; (p > 1) pour tout
x dans Sy et K dans Tj. Pour faciliter les choses on suppose que €2, =
Q.

Soit

Vi, = {x dans S, : x(P;) =0, pour tout P; dans 0Q}.

avec Vj, inclus dans V.
Soit )
Th de CO(Q}L) dans Sh,

I'opérateur d’interpolation tel que:

pour tout v dans C°(Q,) on a: mv(P;) = v(P;), pouri=1,...,7.
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Approximation de ’espace de controle

Soit QY I'approximation de QY & frontiere QY . Soit T une partition de QY
en n-simplexes KV réguliers, ouverts et disjoints, tel que :

o - | K

KUerV

En outre chaque élément admet au plus une face sur 9QY, on K et (KV)
ont également un seul sommet commun ou un bord entier ou une face entiere
si KY et (KY) sont dans T} .

Ou

PY dans 09 = PV dans 09,

tel que {PY} pour i = 1,...,5" est 'ensemble des sommets associés a T} .
On considére un autre sous espace de dimension finie W} de L?(QY)
associé a T, tels que y /v sont des polynomes d’ordre p, (p > 0) pour tout
x dans WY et KU dans TY. Afin de simplifier les choses, on suppose que
QU _ QU
h — .
Soit U, = WY, avec U, inclus dans U. Notant par hx respectivement
(hY) le diametre maximum de I’éléments K respectivement (KY) dans T,
respectivement (T}V).

Approximation du probleme de contréle optimal

Une approximation de (4.2.1) par la méthode des éléments finis peut étre
donnée comme suit :

min lyh—de—Fl up? )
up, € UM, C L2(QV) {2 I I 2 H HU} (4.2.5)
a(yn(up),vn) = (f + Bup,vy), pour tout vy, dans V.

ot UM, est un ensemble convexe fermé dans Uj,.

On conclue alors que le probleme de controle optimal (4.2.5) admet une
unique solution (yp,up) et que la paire (g, uy) dans V, x Uy, est la solution
de(4.2.5) si et seulement s’il existe un état adjoint p, dans Vj, ; tel que le
triplet (yn, pn, Up) satisfait les conditions d’optimalités :

a(Pn,vn) = (f + By, v,), pour tout vy, dans Vj, inclus dans V = H; (),
(4.2.6)
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a(qn, pr) = (Yn — Ya, qn), pour tout g, dans V}, inclus dans V' = H& (Q),

(4.2.7)
(@, + B*pp, wy, — 1y,) > 0, pour tout wy, dans U, inclus dans U = L? (QU) ,
(4.2.8)
ou B*est I'opérateur adjoint de B.
Soit uy, dans Uy, et y (uy,) la solution de 1’équation suivante :
a(y(up),v) = (f + Bup,v), pour tout v dans V. (4.2.9)

Soit u et wuy, les solutions de (4.2.1) et (4.2.5) respectivement. Dans cette
approche, les estimations sur y(u,) — yn ( au lieu de g — gp,) sont utilisées
pour la construction des indicateurs d’erreur a posteriori. Afin d’analyser
cette approche; on note d’abord I’équation de projection suivante : pour
tout uy, dans U,

a(y(up),vy) — a(yn(up),vn) = 0, pour tout v, dans Vj,. (4.2.10)

5.2.3 Estimations des erreurs a posteriori

Dans cette partie on va donner des estimations des erreurs a posteriori; le pre-
mier théoreme donne une estimation sur I’état pour un probleme de controle
optimal avec une contrainte sur le controle tandis que pour le deuxieme
théoreme on se place dans le cadre d’un probleme sans contrainte pour don-
ner une estimation sur I’état et 1’état adjoint couplés .

Theorem 5.2.1. Soient y(uy) et yn(up) les solutions de (4.2.9) et (4.2.5)
respectivement. Alors on a [’estimation suivante:

IV (y () = Gn) 720y < M 7,

o

UQZZ/th (f+Buh+Ayh)2dK+Z/hl (ngh-n)st.
K g T

Proof. Soit u;, dans U et E' = y(up,) — yn(uy,). On note un élément parti-
culier de T}, par K. Par la suite, il vient de I’équation de projection définie
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n (4.2.10), de la formule de Green que:

VE g < a(un) = yn(un).y(un) — yn(un)
)

(Vyn(up) - n) (E' — E}) ds
= Y [ (f + Bun+ Ay(wn)) (B - E}) dK

— Z / (Vyn(up) -n) (E' — E}) ds

d’apres la continuité de la forme bilinéaire af.,.) on obtient:

c||VE1HL2(Q) < MZH [+ Bun + Ayn(un)) |l 2k |EY — B}

L2(K)

+MZ H vyh uh) “n HL2(Z) HEl - IHL2(Z)’
l

ot | est la face de I'dlément K, E} est linterpolation de E' & partir
du lemme 1.3; et n est le vecteur normal unité sur /. Soit h; le diametre
maximum de la face [.

Alors des lemmes 1.3 et 1.4, il suit que :
1)|2 1
IVE [} < MZ s (f + Bun + Aya(un)) g2y [VE [ o i

+MZ’
l

zl/ (Vyn(un) - n H ||VE1HL2(K
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et en appliquant I'inégalité de Holder, on obtient:

|VE e < MZ/hé (f + Buy + A (yn(un))’ dIC
K Kk
+le:/hl (Vyn(un) -n)* + g HVElHiQ(Q)-
l

Soit uy, = uy, par conséquent, on a :

IV (y (@) = Gl 72) < M 7,

ou
HQZZ/H‘}( (f+Bﬁh+Az?h)2dK+Z/hl(Vgh.n)QdS,
K K T

]

Remark 5.2.1. Il est a noter que n est seulement un estimateur pour l’erreur
intermédiaire (y (up) — yn) et non pas Uerreur réelle (g —yp); et le plus
important c’est qu’elle me nous apporte pas d’information sur erreur de
lapproximation du controle.

La technique abordée plus haut peut facilement étre adaptée pour donner
des estimateurs des erreurs a posteriori pour ’état et le controle couplés tant
quil n’y a pas de contraintes sur le contrdle c’est-a-dire U,q = U (ainsi
UM = U,,). Cette approche sera développée brievement plus bas.

Si Uyq = U alors il suit qu’a partir des conditions d’optimalité (4.2.2)-
(4.2.4) que :

u=—B"p.

En remplagant la relation précédante dans (4.2.2)-(4.2.4), on obtient un
systeme linéaire en fonction de y et p; c’est pour cela que dans ce cas nous
n’avons besoin que de donner des estimations d’erreur a posteriori pour
I’approximation de:

Theorem 5.2.2. supposons que L =U, B=1, U,y =U et U(’}d = Uy, alors

IV (7 = G720y + IV (5= Bu)llz2uy < M,
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ou

Z/h (f —pn + Ayp) dK+Z/hl A7/ n) ds

K K

+Z/h yh_yd+Aph dK—"Z/hl Vph n ds.
K K

Proof. En remplagant u = —p dans (4.2.2) — (4.2.4), on trouve le systeme
suivant:

)= (f,v), pour tout v dans V.

U
q) = —(ya,q), pour tout g dans V.

{ a(y,v) + (p
a(q,p) — (7,

Ainsi 'approximation par la méthode des éléments finis du systeme est
donnée par:

{ a(Gn,vn) + (Pn,vn) = (f,vn), pour tout v, dans Vj,.
a(qn, bn) — (Uns an) = —(ya, qn), pour tout g, dans Vj,.

Dans ce cas I’équation de projection donne:

{ a(y — Yn,vn) + (D — pn,vn) = 0, pour tout v, dans Vj, (4.2.11)

a(q — qn,Pr) — (Y — Yn,qn) = 0, pour tout g, dans V

Soit FY =y —1y, et E? = p—py. Par la coercivité de la forme bilineaire
a(.,.), on obtient:

c(IVE Y3 +IIVEP|?) < a(@— Tn, T — Gn) + a(p — Pr, b — Pr)

En ajoutant et en retranchant la quantité (p(u) — pp(up), y(w) — yn(un)),
et comme plus haut, en appliquant les équations de projection définient en
(4.2.11), la formule de Green, I'inégalité d’Hélder et le lemme 1.3, on trouve
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c(IVEY|5+IVE?|}) = a(f—GnEY—EY) +ap—pnEY—EY)
‘a(EP—EY,p—pn) —aly—un, EP—EY)

= Y [Cag - A REY - B K

=S [ e - £ ds

K oK

#3 [ap= G- m) A p B - B K

=X [V - Ep ds

K oK

M(Z/f@( (f = Pn+ A ) dK+Z/hl (Vi -n)? ds
K Kk L

IN

+Z/h§< (Tn — ya+ A by )QdK—i-Z/hl (V pr -n)? ds)
KK l f

+5 (IVE 5+ IVE ?[p),

c
2

Ou E et E % sont les interpolations de E ¥ et E P respectivement. Par
conséquent, on obtient ’estimation cherchée. O

5.3 Erreurs de discrétisation par la méthode
spectrale

5.3.1 Position du probleme de controle optimal
Soit V = H}(Q) et U = L*(Q).
On s’intéresse au probleme suivant:
min {41~ o)l + 4 P}
—Ay = f+wusur §, y =0 sur 0,
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ou U,q est 'ensemble défini par:

Upg = {v dans L*(Q) : / v > O} )
Q

Afin de considérer 'approximation par la méthode spectrale, on a besoin
de la formulation variationnelle de ’équation d’état ou:

a(y,v) = [, Vy Vo dQ, pour tout y et v dans V
(u,w)y = [,u w dQ, pour tout u et w dans U

On écrit généralement:

Trouver y(u) dans V tel que :
a(y(u),v) = (f + u,v), pour tout v dans V

olt (.,.) est le produit scalaire de L*(€2). Dans ce cas le pobleme de
controle optimal s’écrit comme suit:

: 1 o L1, o
i {10 - wlf+ 5 1l . (431
avec
a(y(u),v) = (f + u,v), pour tout v dans V. (4.3.2)

On introduit I'état adjoint p dans V' tels que le triplet (7, p, u) satisfait
les conditions d’optimalité suivantes:

a(y,v) = (f + @, v), pour tout v dans V, (4.3.3)

a(q,p) = (¥ — ya,q), pour tout g dans V, (4.3.4)
(@ + p,w —u)y >0, pour tout w dans U,y et U,y inclu dans U.  (4.3.5)

5.3.2 Discrétisation du probleme de controle optimal
Dans cette partie on prend Q = [—1,1]% .
On considere I’ensemble:

X4 = span {Lo(z;), Li(x;), ..., Ly (2:)}

On introduit les espaces de dimension finie Vy = Xy NV, Uy = Xy NU
et Ky = Xy N Uyg; alors 'approximation du probleme de controle optimal
s’écrit comme suit:
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. 1 2 1 2
i = — + = , 4.3.6
L = vl + 5 ol (150
avec
a(yn,v) = (f + uy,vn), pour tout vy € Vy C Hy(Q). (4.3.7)

On introduit 1'état adjoint py dans Vy tels que le triplet (yn, Py, Un)
satisfait les conditions d’optimalité suivantes:

a(yn,vn) = (f + un,vn), pour tout vy dans Vi, (4.3.8)
a(qn, pn) = (YN — Ya, qn), pour tout gy dans Vi, (4.3.9)
(in + Py, wy — Un)y > 0, pour tout wy dans UL, (4.3.10)

On note par:

1) = {3 sl + 5 ol },

1 1
vtux) = { 5 Mo = 0l + 5 ux P}
J(u) satisfait pour ¢ > 0 indépendante de N la relation suivante:
(J'(w) = J'(n), @ — tn)y > |t — |72 (4.3.11)

Theorem 5.3.1. Soit (yn,pn,uUn) la solution des conditions d’optimalités
discretes. Alors on a:

uy = max{0,py} — DPn.

On pose par hypothese:

(J'(a),w); = (a+p,w),, (4.3.12)
(Jy(an), w)y, = (@ + py, w)y, (4.3.13)
(J'(n), w)y = (G + plan), w),, - (4.3.14)

On donne y(uy) et p(ay) comme étant respectivement les solutions des deux
équations auxilliaires suivantes :

a(y(iin),v) = (f + tn,v), pour tout v dans V = Hy(Q), (4.3.15)
a(q,p(un)) = (y(an) — ya,q), pour tout g dans V = H&(Q). (4.3.16)
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5.3.3 Estimations des erreurs a posteriori

Dans cette partie on va donner des estimations des erreurs a posteriori pour
I’approximation du probleme de controle optimal par la méthode spectrale.
On suppose que f et yq sont dans L*(9).

Lemma 5.3.1. Soit y(uy) et yy la solution de (4.53.15) et (4.3.8) respec-
tivement. Alors on a:

a(yn —y(un),vy) = 0, pour tout vy dans Vy
Proof. voir référence [6]. O

Lemma 5.3.2. Soity(uy), p(uy), yn et px les solutions de (4.5.15), (4.5.16),(4.5.8)
et (4.3.9) respectivement. Alors on a les deux relations suivantes:

ly(an) = ll 1) < cllun — all2q)

et

[p(un) _ﬁHHl(Q) < clly(an) — y_HL2(Q) < clluy - ﬂ||L2(Q)
Proof. voir référence [6]. O

Dans le lemme suivant on va donner des estimations des erreurs a poste-
riori pour les variables intermédiaires.

Lemma 5.3.3. Soity(uy), p(un), yn et pn les solutions de (4.53.15), (4.5.16),(4.53.8)
et (4.3.9) respectivement. Alors on a:

ly(@n) = Inll e o) + 1P(@N) = Pxll o) < Cn (4.3.17)
ou l’estimateur n est donné par:

n=N"gN = ya+ APl ooy + N7V + iy + Al 20

Proof. On note par e, = p(tn)—pn, et soit efgv = H]l\’,oep dans Vi la projection
orthogonale de e, Alors il s’en suit d’apres (4.3.9),(4.3.16) et du théoreme
2.2 que:

¢ Hp(an) = bl < (Ve Vey) = (V(ep =), Vey) + (Vey', Vey)

= (y(an) — ya+ DApn,ep — ) + (y(a —yn:€;)
= (Un —ya+ Abn.ep —€)) + (y(an) — T, ep)
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en appliquant 1'inégalité de Cauchy-Schwartz il vient:

A

— _ _ 2 _ _ _ _
¢ p(an) — pNHHl(Q) < [lov —va+ AIUN||L2(Q) : Hep - efovHLg(Q) + (y(un) — Un. €p)
< ON"gn = ya + Bl 2@y - lenll gy + 19(@x) = Gn 1l 2y lepll 120

par l'inégalité de Holder on obtient:
_ _ _ 2 2 - _ 2 _ 2 2
¢! HP(UN) - pNHHl(Q) <CN 2 ||?JN — Yd + ApN||L2(Q)+C H?J(UN> - yN||L2(Q)+26 HePHHl(Q) .
On prend 6 = ﬁ:, on a:

_ _ 2 . _ 2 _ 2
Ip(i) — P ey < CN2 i = ya + Db By + C ly(an) — avlagey
(4.3.18)
de maniere similaire on note par e, = y(uy) — yn et soit eév = H}\}Oeydans
Vv qui représente la projection orthogonale de e,, en utilisant le lemme 3.1,
(4.3.8) et (4.3.15) il vient:

cHy(an) - gNH?{l(Q) < (Vey, Vey) = (V (€y>€£/\7) >Vey)
= (f‘f‘ﬂN_’_Ag]\hey_eév)v

en appliquant 'inégalité de Caucy-Schwartz et l'inégalité de Holder il
vient:

¢ Hly(an) = gnlagy) < ONT2Nf + @y + Al +8 1y(an) = gnlin )

en choisissant § = zica on a:

ly(an) = Inllin @) < CN2F + iy + Agx ) - (4.3.19)
en utilisant les lemme 3.1 et 3.2 on obtientl’estimation cherchée. ]

Theorem 5.3.2. soit (y,p,u) et (yn,Dn,Un) les solutions de (4.3.3)-(4.3.5)
et (4.3.8)-(4.3.10) respectivement alors on a:

@ =Nl o) + 19 = I8l iy 1P = PNl i) < Cn (4.3.20)

ou n est défini dans le lemme 3.3.



60CHAPTER 5. ERREURS A POSTERIORI DE LA DISCRETISATION D’UN PROBLEMI

Proof. Soit y(uy) et p(uy) les variables intermédiaires définies en (4.3.15)
et (4.3.16). On prend vy = wyu dans Xy. Il vient de (4.3.12)-(4.3.14),
(4.3.3)-(4.3.5), (4.3.8)-(4.3.10) et du théoreme 3.1 que:

cllt—un|7ag < (J(@),1n—ay)y— (J'(in), 15— ay)y
< —(J'(uy),u —un)y
= (Iy(an), iy —w)u + (Jy(an) = J'(un), @ — un)u
< (JIyl(an), vy —@)u + (Jy(an) — J'(dn), @ — un)v
= (Jy(un) = J'(un),u — an)y
= (pn —p(un),u — uy)
< Clp(an) = Dnll 2o 1t = nll 2 -

ainsi a partir du lemme 3.3 précédent on a:
1@ — unll 20y < C DN — p(an)ll 2y - (4.3.21)
On a aussi:
17— inllme < 17 =v@)lmq + 1y(an) = onllpe, (1)
10 = Dnllmy < 112 = p@@w)llgo) + Ip(@n) = Pl q)
(5.2)

En utilisant (4.3.21), (4.3.22) et les lemmes 3.1, 3.2 et 3.3 on obtient le
résultat cherché. O

Afin d’estimer cette quantité ||p(un) — Dn|| ;2 () On pose le probleme aux-
illiaire suivant:

—A¢ = f, x dans Q et £ =0 sur 0N (4.3.23)
ou 'estimation suivante est vérifiée:
1€l z20) < C NI fll 120 (4.3.24)

Lemma 5.3.4. Soit ( y(un),p(un)) et (Yn,pn) les solutions de (4.3.15)-
(4.3.16) et (4.3.8)-(4.3.9) respectivement alors:

Ip(an) = Pxll o) + 1(@n) = Onll 2@y < Cm (4.3.25)

ot
m = NGy —yo + Anl 2y + N2 Nf + v + Afivll 20
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Proof. Soit ¢ la solution de (4.3.23) avec f(x) = p(tiy)—pn et soit £ = ’/T?,Nf
dans Vy la projection orthogonale de £ alors a partir de (4.3.9),(4.3.16), et
du théoreme 2.2 on trouve:

Ip(an) = Pxllzey = (V& V (p(an) — b)) (5.3)
= (V(§ - fN) ,V (p(un) — pn)) + (VfNa V (p(tun) — Pn)

(y(un) —yo) + Apn, & — EY) + (y(un) — yn, EY)
= (Un — Yo+ Apn, & — &) + (y(tw) — In, €)

d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwartz on obtient:

[p(un) — ﬁNHi'Z(Q) < C <N72 198 = Yo + ADN 120 + ly(an) — gNHL?(Q)) 1€l 720y
< C(N?I9n = yo + AP [l p2ay + 19(@n) = Gnllr20y) 11220y
alors on a:

() = ey < ON 2 = o+ A0y + C 1) = i 0
(4.3.27)
De la méme maniere soit £ la solution de (4.3.23) avec f = y(uyn) — yn et
soit £V = ) y& dans Viy la projection orthogonale de & . Alors a partir de
(4.3.9),(4.3.23), et du théoreme 2.2 on a:

ly(an) = on i@ = (V€ V(y(an) —ix))
\% (f - fN) ,V(y(an) —gn)) + (VEY, V (y(an) — in))
(f +un + Ayn, & — fN)

< CN?||f+un+ AYN|l 120 ||5||H2(Q)
< CN?||f +un + AGN N 20y 11220y
ainsi
ly(n) — gN||L2(Q) < CN7?||f + iy + A.@N||L2(Q) (4.3.28)
Alors (4.3.26), (4.3.28) implique (4.3.25). 0

Theorem 5.3.3. Soit (y,p,u) et (Yn,pn,un) les solutions de (4.3.3)-(4.3.5)
et (4.3.8)-(4.3.10) respectivement alors on a:

@ — xll oy + 15 — Gwlloey + 15— Prlliey < Cm (43.29)
ou ny est défini dans le lemme 3.2 précédant.

Proof. En utilisant (4.3.21), (4.3.22) et les lemmes 3.1, 3.2 et 3.3 on obtient
le résultat cherché. O
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