Chapitre 5

Controle optimal a horizon fini

Nous allons étudier dans ce chapitre le cas de problémes de contrdle optimal “simples”. En
effet nous supposerons que I’équation d’état est une équation différentielle ordinaire (EDO)
linéaire et que le coiit est une fonctionnelle quadratique. Ce choix n’est toutefois pas trés
restrictif car de nombreux problemes de contrdle optimal sont issus d’une minimisation au sens
des moindres carrés et la fonctionnelle qui apparait alors “naturellement” est quadratique.

5.1 Présentation du probleme - Théoremes d’existence

5.1.1 L’équation d’état

On considere un systéme défini par 1’équation d’état (linéaire suivante) :

d
d;: = Ax(t)+ Bo(t) + f(t), sur]0,T], (5.1.1)
z(0) = x.

— T est un réel positif fixé et f € L?(0,7)™. On dit qu’on travaille 2 horizon fini.
— Le contrdle v : [0,7] — RP appartient a un sous-ensemble U, convexe et fermé de I’espace
des contrdles : L2(0,T)P. On peut choisir par exemple

U={veL*0,T)" | v(s) €U pour presque tout s de [0, 7] } (5.1.2)

ou U est un convexe fermé de R?.
On munit I’ensemble des contrdles de la norme usuelle de L?(0, T)?

ol = [ ||v<t>||,%}é

— La fonction d’état x = (x1,...,xy,) est a valeurs dans R” et la donnée initiale z( est dans
R™,
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— A est une matrice (réelle) carrée n x n. Pour simplifier on la suppose constante (c’est-a-dire
ne dépendant pas de la variable t).
De la méme maniere B est une matrice réelle p x n constante.

Remarque 5.1.1 Le systeme précédent est en réalité un systeme d’équations différentielles. On
rappelle que toute équation différentielle linéaire d’ordre n a coefficients constants peut se rame-
ner a un systeme différentiel d’ordre 1 de n équations a n inconnues.

On n’a aucune information sur la valeur finale x(T') et on ne désire pas lui donner de valeur
particuliére (0 par exemple). On n’a donc pas affaire a un probléme de contrélabilité.

Commencons par rappeler un résultat sur les EDO linéaires.

Proposition 5.1.1 Le systéme (5.1.1) a une solution unique x = z[v]. De plus I’application v —
x[v] est affine, continue de L?(0,T;RP) dans L>(0, T; R™).

Démonstration - L’existence et I’unicité de la solution de (5.1.1) découlent des résultats généraux
sur les EDO linéaires (voir Annexe A).

Montrons que v — x[v] est affine. Soit z° = x[0] la solution de 1’équation (5.1.1) correspondant
av=0:

d o
dixt = Axz°(t)+ f(t), sur]0,T7,
z°(0) = =xzo.

et zz7[v] la solution de 'EDO homogene :
C%H = Axy(t)+Bu, sur]0, TY,
xzg(0) = 0.

Il est clair que ’application v — zp7[v] est linéaire. Comme z[v] = xp[v] 4+ z°, le résultat suit.
Pour montrer la continuité il suffit de montrer la continuité de 1’application de L?(0,T)P dans
L?(0, T)™ qui a v associe x 7 [v]. Cette solution peut s’écrire

zh[v](t) = /0 eA=%) Bu(s) ds .

Comme ||| e4t ||| < elll Al < el AT pour toute norme matricielle ||| - ||| induite on obtient

T
lza 0] (®)[|n < 41T B |||/O [o(s)llp ds
c’est-a-dire d’une part
z[v]all 20,r:rm) < \/THxH[U]HLOO(O,T;R") < Cllvllpeo(o,rire) > siv € L7(0,T;RP)
et d’autre part par I’inégalité de Cauchy-Schwarz

lza V]|l e 0,r5rm) < Cllvllp2(0,rre) -
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Remarque 5.1.2 La proposition précédente montre que x[v] € L*(0,T;R™) lorsqu’on choisit
v € L?(0,T;RP). En fait on peut montrer “mieux”, a savoir que x[v] est toujours continu (méme
si v ne lest pas ).

Pour alléger les notations on écrira désormais z(t,v) = z[v](t) : la quantité x est fonction de
la variable ¢ et dépend aussi du parametre v. On notera

X={zeL?0,T)" | 2(0)=x}

Pespace d’état, c’est-a-dire I’espace (affine) auquel appartient la fonction d’état x[v] solution de
I’EDO, quand v appartient a /. C’est une espace vectoriel si xg = 0.
On se donne, a présent une fonction cofit (ou critere) quadratique de la forme suivante

1 T
Ty = 5 [ @0 = 20.Q0 ~ 20),, i
+(@(T) = 2a(T), D (z(T) — 2z4(T))),, (5.1.3)
T
+;A (v(t), Ro(t)), dt,

ou R est une matrice p x p définie positive, () et D sont des matrices n X n semi-définies positives,
et symétriques. (-,-), désigne le produit scalaire de R™ : (x(t), 2(t)),, = x(t)'2(t) . On pose
ensuite

J(v) = J(z[v],v) . (5.1.4)

Remarque 5.1.3 La fonctionnelle J est définie sur I’ensemble U C L*(0,T)P. En pratique, v (et
donc x) sera une fonction continue et il n’y aura pas de probleme pour définir J.

J est une norme et il est facile de voir que J ainsi définie est continue.

Les termes “intégraux” de J sont des termes distribués, qui agissent sur tout 'intervalle [0, T ;
le troisieme terme est une terme d’observation finale, au temps T'.

5.1.2 Le probleme de controle optimal

Nous allons considérer le probleme d’optimisation suivant

P) { min J(v) = J(xz(v),v)

veEU.

Le probleme (P) comporte une contrainte implicite qui est I’équation d’état. On peut le formuler
de maniere équivalente en faisant apparaitre 1’équation d’état comme une contrainte explicite.

min J(x,v)

(P) 9 _ Ax(t) + Bo) + £(t), sur]0,T[, 2(0) = o
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Définition 5.1.1 Un contréle u solution du probleme de minimisation précédent s’appelle un
controle optimal pour le critere J (et le point xg).

On peut choisir le contrdle u “a I’avance”, c’est-a-dire choisir une fonction v qui servira de
controle sur [0, 7 et le systeme est alors en boucle ouverte , ou bien choisir une application fixe
® telle que pour tout ¢ de [0, 7], ®(t) € L(R™,R™) et utiliser la sortie x(t) pour construire un
controle de la forme ®(t)x(t) : le systeme est alors en boucle fermée et le controle est feedback.
Divers types de controle

Siu(t) € R (p = 1), le systeme est dit a simple commande ; si p > 1 le systeéme est dit &
commandes multiples .

5.1.3 Exemples
Fonctionnelle avec observation distribuée

Choisissons D = O (matrice nulle) : il n’y a pas d’observation finale ;

T T
I0) =5 [ @l = 200, Qalt.0) = s de+ 5 [ (0. Ro), .

Lorsque Q = I,, (matrice identité¢ d’ordre n) et R = ), avec a > 0, on retrouve 1’expression
classique d’une fonctionnelle d’énergie :

T o T
7@ =5 [ latto) =zl at+ G [l .

Fonctionnelle avec observation finale

On choisit cette fois ) = 0 :

1

T
J(v) = 2/0 (v(t), Ru(t)), dt + (x(T,v) = 24(T), D (x(T,v) — 24(T))),, -

Sionprend D = I, et R = o}, avec o > 0, on obtient
1 9 a [T 9
J(v) = S lla(T,v) = 2a(T)ll5, dt + 5 ; [v(@)]]; dt -

5.1.4 Etude de la fonction coiit
Commencons par une définition
Définition 5.1.2 J définie est dite A-convexe si on peut trouver A > 0 tel que

u—I—v)S}
2 2

T (Tw) + T ()~ u ol
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Théoreme 5.1.1 Lafonctionnelle J définie par (5.1.3) et (5.1.4) est A-convexe, strictement convexe
et coercive.

Démonstration - J est convexe.

Il est clair que J est convexe car les matrices ont été choisies semi-définies positives. D’autre part,
v — z[v] est affine. Par composition .J est convexe.

J est coercive.

La matrice R est définie positive. Soit 5 > 0 sa plus petite valeur propre. On a donc pour presque
tout ¢ dans [0, 7]

(u(t), Ro(t)), = Bllo@)ll; .

T T
3| @R, =5 [k

Par conséquent

g

T = Sl

ce qui entraine la coercivité de J,i.e. lim J(v) = +oo.
[[0]jeg—+o00
J est A-convexe.
u—+v

Soient u et v dans U et posons w = 7

T
J(w):/o (@(t,w)=za(t), Q [2(t, w) = 24(1)]),, dt + (2(T, w) =24(T), D [2(T, w) = 2a(T)]),,

T
+;/0 (w(t), Rw(t)),dt .

On sait que v — x[v] est affine, ¢’est-a-dire , en posant zg = z[0], z[v] = zg[v] + zp ou z 7 est
linéaire. Pour tout ¢ fixé on obtient :

z(t,w) — z4(t) = zp(t,w) — z4(t) + 20(t)

= 2320 ) 4zt

z(t,u) + x(t,v)

= 5 —zq(t) .

Par conséquent, pour tout £ et pour toute matrice P

o(t) = (x(t, u) —2}—33(15, v) Zd(t)>tp <x(t, u) +z(t,v) Zd(t)> '
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Pour rendre la démonstration plus lisible, on utilise la notation matricielle (¢, ¢),, = &' ¢ pour tous
def

&, (deR", etonaposé o(t) = (x(t,w) — zq(t))! P (x(t,w) — z4(t)). Nous obtenons

1

o(t) = (@t w) = zalt) + 2(t,v) = 24(t)" P (2(t,v) = za(t) + 2(t,0) = za(t))
= 2(tu) — 2a(0)P (ot 0) — 2alt)) + (0, v) — 2a(t) P (a(t,v) — 2al)
+ %($(t, v) — zg(t)' P (x(t,u) — z4(t)) .
Par conséquent
o(t) — 5l ) — za(t)' P (e(t,w) — 2ult)) — 3 (a(t,0) — 2a(t))" P ((t,0) — 2a(t))
= —%(x(t,u) — za(t))" P (z(t,u) — za(t)) — 4 (2(t,v) — za(t))" P (x(t,v) — za(t))

<0,
c’est-a-dire o(t) < 0. En intégrant et en remarquant que

— 4 (u(t) — v(), R (w(t) — o(e)), < M=ol

on obtient I’inégalité voulue :

J(w) = J <“"2“’> < 3T+ 2(0) = Sl — ol

Enfin la A-convexité entraine la stricte convexité. U
Théoreme 5.1.2 La fonctionnelle J définie par (5.1.3) est Gateaux-différentiable sur U.
Démonstration - On rappelle que J est Gateaux-différentiable en v € U si

Yw e L?(0,T;RP)  lim v+ tw) = J(v) = J'(v) - w=(J'(v),w) ,
t—0+ t

olt w — J'(v) - w est linéaire.
Soit v € U. Montrons tout d’abord que J est Gateaux-différentiable en v et on conclura par
composition : en effet

To0) 0 = Ty ) @(0),0) (@ (0) - w,w)

Comme v — z(v) est affine, 2/ (v) - w = z(w) — 2(0) = xg(w).



5.1. PRESENTATION DU PROBLEME - THEOREMES D’EXISTENCE 123

Soit w € L?*(0,T;RP) et z dans I’espace d’état associé. Comme I’expression de J est
“symétrique” en v et en x on ne calcule la Gateaux-dérivée que pour le terme en v.

J tw) — J
Le terme correspondant dans (@ + 72,0+ tw) (,0) est
-

T T
% [/0 (v(t) + Tw(t), Ru(t) + Tw(t)), dt—/o (v(t), Ro(1)), dt]

:;TPtzxmme@%d#HJAT@ﬁLRw@%d%.

Le passage a la limite quand 7 tend vers 0 donne donc

T
A(MﬂRw@%dt

Un calcul analogue permet d’établir la Gateaux-dérivée de 7 en (x, v).
T

Tl 0)zrw) = [ [@l0)-20(0. Q2(0),, + (wlt), Ru(?)) | det(w(D) =), D D), 619

0

On peut alors en déduire la Gateaux-dérivée de J en v dans la direction w.

T
J (0w = /0 [(@lv](8) — za(D), Q(w(t, w) =2 {0](1))),, + (v(t), Rw(®)), ] dt
+ (@[o] (T) = 2a(T), D(alw](T) ~a[0)(T)))

n-

En particulier pour w = u — v on obtient

T
J(0)(u—v) = /0 [(2lo)(5)—2a(t), Qalul(t) 0] (), + (v(t), Ru(t) — v(1)),] di
o+ (@[o)(T) = 2a(T), D(alu](T) ~a[v](T)))

n:

0
Pour éviter les confusions, nous adoptons volontairement deux notations pour désigner la
dérivation : la notation J' désigne la Gateaux-dérivée de la fonctionnelle .J (par rapport a une

fonction x ou v donc) et la notation m désigne la dérivée usuelle de la fonction x par rapport a la
variable .

5.1.5 Existence et unicité de la solution de (P)

Théoreme 5.1.3 Le probléme (P) admet une solution unique.
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Démonstration - C’est un résultat classique d’existence dans les espaces de Hilbert car J est
convexe, continue et coercive et U est (convexe) fermé. L'unicité provient de la stricte convexité
de J et de la convexité de U.

On peut toutefois donner une démonstration directe. Comme J est positive, m = in{{ J(v) > 0.
ve

Soit v,, une suite minimisante :
vy, €EUet J(vy) — m .

Gréce la A-convexité, on a

Up, + Vg

J(2

1 A
) < 3 [J(vn) + J(vg)] — g”vn — vgllZy -
D’ou
g”vn — vyl < B [J(vn) + J(vg)] —m,

et par passage a la limite on voit que (v,,) est une suite de Cauchy. L’espace des contrdles étant un
espace de Hilbert, cette suite converge vers une limite v (dans U, car U est fermé). De plus J est
continue : on a donc bien J(v) = m.

Supposons qu’on ait deux solutions u et v de (P). L’inégalité de A-convexité donne encore :

0< Sl < 3 170) + J)] —m =0

N

Par conséquent, la solution est unique. g

5.2 Conditions d’optimalité

Nous savons maintenant que le probleme (P) admet une solution unique v. On notera £ =
x(v) I’état associé. On sait également que J est Giteaux-différentiable. Par conséquent, nous
avons la condition nécessaire d’optimalité du premier ordre (3.2.1) démontrée dans le chapitre 3 -
section 3.2 .

Yvel J'(0)(v—0)>0.

Nous savons d’autre part que cette condition est nécessaire et suffisante car J est convexe (ainsi
que U).

5.2.1 Un exemple.

Avant de calculer J'()(v — ©) dans le cas général, commengons par un cas simple : n = p =
1, =1, D =0¢et R =« > 0. Dans ce cas x et v sont des fonctions scalaires a valeurs dans
R. La fonction cofit s’écrit alors

1

T a T
@) =3 [ e - zaoP @+ § [ poPar,

ol x, est solution de ’EDO

dr
E(t) =axz(t)+bu(t) dans]0,T[etz(0) =0.
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Supposons de plus qu’il n’y a pas de contraintes sur le contrdle : &/ = L?(0,T); une condition
nécessaire et suffisante d’optimalité est alors

J'(®) =0,

ot ¥ est la solution du probléme de contrdle optimal. Cela donne, pour tout v € L2(0,T) :

T T
| 10~ zatefen®) ~ 2@ dt +a [ olive - o) de =0,
0 0

ol T = z5. Introduisons une variable auxiliaire solution de 1’équation (dite adjointe) suivante :
dp
—dit’(t) = ap(t) + Z(t) — 2q(t) dans]0, T[etp(T) = 0.

Par intégration par parties, nous obtenons

T
| o +ane)o - sl o,

c’est-a-dire bp(t) + «v(t) = 0. Finalement la solution optimale est caractérisée par le systeme
d’optimalité suivant :

dx _ _ -
dit_( ) =az(t)+ bo(t) dans |0, T[etz(0) =0,

_%( ) =ap(t) + z(t) — z(t) dans]0,T et p(T) =0,

.

c’est-a-dire
dz _ v .
— () =az(t) — —p(t) dans]0,T[etz(0) =0,
gé « (5.2.1)
|~ 21) = #(0) + aplt) — 24(t) dans )0, T[et5(T) = 0.

5.2.2 Cas général.

Calculons maintenant J'(v)(v — ) :

T
J(0)(v—0) = /0 [(f(t) — 2a(t), Q(z(t) — z(1))),, + (0(t), R (v(t) — (1)), | dt
+(@(T) = 2(T), D (x(T) — 2(T)))

ou on a posé = x(v). Les différentes matrices sont symétriques, donc

n

g r —
J’(’I_})(’U - ’l_)) _ /0 <Q (ZL'(t) - Zd(t)), ZL‘(t) — l‘(t)>n dt (a)
) = (5.2.2)

+ (1T7 (@(T) — za(T)), 2(T) — 2(T))
+/0 (Ro(t), v(t) —0(t)), dt . (b)

n
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On va transformer cette expression par intégration par parties, pour se ramener a des données
“connues”. Par exemple, on ne connait pas x(7") mais 2:(0) grace a I’équation d’état. Tout d’abord
définissons 1’état adjoint de la maniere suivante : p est la solution de ’'EDO (rétrograde) dite

équation adjointe
Pty = —atp0) - Q@(0) — 2alt), sur]0, 7] 52
PT) = D)~ 2l

olt A* désigne la matrice transposée de A. L’équation (5.2.2) devient
T dﬁ
re-0 = [ [(-apat) -a), - (Fa.e0 -2 | a
0 n

T
+/ (Ro(t),v(t) — @(t)>p dt
0
+ (1), 2(T) — z(T)),, -
Intégrons par parties le terme (a) de (5.2.2) :

T T T
— [p(T),2(T) ~ 2(T)), ~ ((0)2(0) ~ 2(0), ] - [ (3. G0 - o)) ar
T T x
= (1) o(T) ~ 2T, - [ (50 0 - G )

T
— (B(T), 2(T) — #(T)), — /0 (), A(x(t) — 2(t)) + B(o(t) — 0(8)), dt

(a) se réduit donc a :

T T
/ (), Blo(t) — 0(t)), di = / (B'p(t), v(t) — o(t)), dt
0 0

Finalement .
T (@) — 7) = / (B'p+ Ro(t), v(t) — (1)), dt > 0. (5.2.4)
0

On obtient donc le théoréme suivant :

Théoreme 5.2.1 La solution v du probléme (P) est caractérisée par les conditions d’optimalité
du premier ordre suivantes :

(dT
dt
dp
dit? (t)=—A"p(t)—Q (Z(t) —24(t)) sur |0, T[, p(T) = D(z(T)—24(T)) : Equation adjointe

(t)=Az(t)+ Bo(t)+ f(t) sur]0,T[, (0) = zo : Equation d’état

T
Yo el / (B'p(t) + Ro(t),v(t) — @(t)}p dt >0.
0



