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1 L’essentiel de la théorie de mesure
La théorie de la mesure est I’outil utilisé pour modéliser le hasard.

2 Tribus et mesures

2.1 Tribus

Dans la suite, on utilisera un ensemble {2 que I'on appellera « univers ». Il
contient tous les aléas possibles.

Definition 1 Une famille A de parties de est une tribu (sur Q) si elle vérifie
1. Qe A
2. Ae A=A € A (stabilité par passage au complémentaire)

3. Apg, A1, A, ... e A— go A, € A (stabilité par la réunion dénombrable)

Remark 2 On rappelle que:
o A ={zxecQ:x¢ A}

o Une tribu est un ensemble de parties de Q) . Ces parties sont appelées
«événements».

Proposition 3 Stabilité par intersection dénombrable.
Soient A une tribu et Ag, A1, As, ... € A, alors goAn e A
n7



Proof. On note pour tout n, B, = A%. Donc, par définition d’une tribu,
B, € A, Vn et L>J0Bn e A.
nz

nA4 = n B¢
n>0 n>0 "

- (e
n>0
(par définition) € A.
[ ]
Example 4 Pour nimporte quel ensemble Q, A= {0,Q} est une tribu.

Example 5 Pour n’importe quel ensemble Q, A =P (Q) (les parties de Q) est
une tribu.

Proposition 6 Soit A C P (), il existe une tribu notée o(A) telle que si B est
une tribu telle que A C B alors o(A) C B. On dira que o(A) est la plus petite
tribu contenant A, ou encore que o(A) est la tribu engendrée par A.

Definition 7 Soit l’ensemble de parties de R U {+o0, —oo} suivant:
A={]a,b[:a,beR U {+00, —c0}}

(c’est l'ensemble des intervalles ouwverts). La tribu o(A) s’appelle la tribu
des boréliens et se note B (R).

Example 8 Soit [a,b] intervalle fermé de R. Les intervalles |—oo, a[,]b, +00[
sont dans B(R). La famille B (R) est une tribu donc |—o0, a]U]b, +ool€ B (R)
(stabilité par réunion dénombrable), et donc aussi (|—oo, a|UJb, +o00[)¢ = [a,b] €
B (R) (stabilité par passage au complémentaire). De méme, on peult montrer
que tous les intervalles de R sont dans B (R), ainsi que tous les singletons (les
ensembles de la forme {z}, v € R).

2.2 Mesures

Notation 9 Dans le calcul des mesures, on adopte les conventions de calcul
suivantes (qui ne sont pas valables ailleurs) : Vo € R, z+ 00 = 400,0 x 00 = 0.

Definition 10 Soit 2 un ensemble muni d’une tribu A. On dit que 1 est une
mesure (positive) sur (2,.A) si:

1. p: A—[0,400] (elle peut prendre la valeur oo)
2. p(0)=0

3. s1 Ag, A1, Ag,...€ A et sont deux o deux disjoints alors ,u( L>J0An> =
nz
> 1(Ayn).

n>0



Quand & est une mesure sur (2,.4) est telle que 1 (2) = 1, on dit que p
est une mesure de probabilité (cette définition sera rappelée plus tard dans le
cours). La tribu A contient tous les événements possibles et, pour A € A, p(A)
est la probabilité que A se produise.

Definition 11 Quand p est telle que p () < oo, on dit que p est une mesure
finie. Quand on a un ensemble avec une tribu A sur Q, on dit que (2, A) est un
espace mesurable. Si on a de plus, une mesure p sur (2, A), on dit que (Q, A, p)
est un espace mesuré.

Example 12 Le triplet (N, P(N), card) est un espace mesuré. Nous avons vu
(exemple2.1.5) que P(N) est une tribu sur N. De plus:

1. Pour A € P(N), card(A)(= le nombre d’éléments de A) est bien dans
[0, +00].

2. La partie O est de cardinal 0.

3. St Ao, A1, Ag,...€ P(N) sont deuz o deux disjoints, card( L>J0An) =

> card (4,) .
n>0

Proposition 13 Monotonicité et mesure d’une différence
Soit (Q, A, 1) un espace mesuré. Soit A, B € A tels que B C A

o Alors p(B) < u(A).

o Si, de plus p(A) < 400, alors pu(A\B) = u(A) — n(B).
(Rappel: A\B={z:z € A,x ¢ B}).

Proof. On a u(A) = p(A\B) + p(B) (car A\B et B sont disjoints). Donc
w(B) < u(A). Sipu(A) < +o0, nous avons alors p (A\B) = u(A) — u(B). =

Proposition 14 Sous-additivité.
Soit (Q, A, u) un espace mesuré. Si Ag, A1, As,...€ A (pas forcément deuz o
deuz disjoints).

Alors u< goA") < > wu(A4y).

n>0

Proof. On pose pour tout entier k > 1, By = A\ 0<‘L<J]C ) A; (et nous avons
_l_ -

alors, par convention, Bo=A).LesensemblesBg, B1,Ba, ...sontdeuzdeuxdisjoints.Nousavonsto
UA,|= U B
K <n>(] ") K <n>(] ")
(car By, By, Ba, ...sont deux a deux disjoints) = > u(By,)

n>0
(car Vn,B, C A,) < > pu(4,).m

n>0



Proposition 15 Mesure d’une réunion croissante.
Soit (2, A, 1) un espace mesuré. Soient Ag, Ay, ...€ A tels que AgC A1C...C

Ap CApyr C LAlors (kgoAk> = lim pu(4,).
Proof. Posons pour tout k > 1, By, = Ap\Ar—1(={z: 2 € A,z ¢ A+k—1}) et

BO = Ao.
Les ensembles By, By, B3, ...sont deux & deux disjoints. Donc

o) = o(ym)

ZM(Bk)

5>0
n

— i By).

niTm;“( %)

On aVn, > wu(Bx)=p(A,). Donc u <kL>JOAk> = lim p(4,). n
k=0 >

n—-+o0o

Proposition 16 Mesure d’une intersection décroissante.
Soit (2, A, u) un espace mesuré. Soient Ag, A1, ...€ A tels que AgD A1 D...D

n—oo

Ap D Apyr D ...et tels que 1 (Ag) < +oo. Alors p (}cQOAk) = lim u(4,).

Proof. Posons pour tout k > 1, By, = A\ Ag+1. Les ensembles By, By, B, ...sont
deux & deux disjoints.
Nous avons onAk = Ao\ kL>J0 By, donc (par la proposition 2.2.6)

I (onAk) = p(Ag) —p <kL>JOBk>

(mesure d’une réunion disjointe) = pu(A4g) — Z u (Br)
£>0
n
= A — 1' B
1 (Ao) niTm];)“( k)
= Jtim (1 (Ao) = p(Bo) = ... = u(Bn))
) J_ e oy A — B
(mesure d’une réunion disjointe) Jm (M( 0) — i (ongéjgn k))
(cfprop.2.2.6) = lim p(Apt1)
n—-+o00
[

Theorem 17 Mesure de Lebesgue.
Il existe une mesure A sur (R, B(R)) vérifiant



1. pour tout intervalle Ja,bl, A(]a,b[) =b—a
2.VAe BR),Vz e R, \({y:y —z € A}) = A(A).

Cette mesure A s’appelle la mesure de Lebesgue.

2.3 Fonction de répartition

L’étude de la fonction de répartition d’une mesure va nous permettre de mettre
en oeuvre les théor‘emes de ce chapitre.

Definition 18 Soit u mesure sur (R, Br) telle que p(R) < +o00. On définit la
fonction de répartition de p par:

F, : R—[0,+00]
v Fu(2) = p(-o0,a]).

Proposition 19 Soit u mesure sur (R, B(R)) telle que u(R) < 400. La fonc-
tion F,, est croissante, cadlag (continue & droite avec une limite & gauche),

lir_ir_l Fu.(z) = p(R), lim F,(x)=0.

Proof. Soient < y. Nous avons |—oo,z] C |]—00,y] donc, par la proposition
2.2.6, Fa(z) = ul]—00,2]) < (=00, 3]) = Fu(y).
Soit z € R et (up)n>0 suite de R telle que w, > x et u, > u, + 1, ¥n et

lim wu, = .
n—-+o0o

Pour tout n, |—00, tp4+1] C |—00, uy], QO]—oo,un] = |—o00,z] et p(]—o0, ug]) <

u(R) < oo,
donc, par la propostion sur U'intersection décroissante (prop. 2.2.9)
lim_pu(]—o00, un]) =
n—-+o0o

u( r;o]foo,un]) = p(]—o0,z]). En d’autres termes: lim F,(u,) = F(z).

= n—-+4o0o
Ceci prouve que F' est continue & droite.
Soit z € R et (up)n>0 suite de R telle que u, < x et u, < u, + 1, ¥n et

lim wu, = .
n—-+o0o

Pour tout n, |—00, tpt1] D |—00, uy], L;O]—oqun] = ]—o00, z[, donc par la
nz
propriété de réunion croissante (prop. 2.2.8), liT F(up) = p(]—o0,z[). Ceci
n—-+oo

prouve que F), a une limite & gauche (égale & u(]—o0, z[)).

On trouve également la limite de F), en +oo en utilisant la propriété de réu-
nion croissante et la limite de F, en —oo en utilisant la propriété d’intersection
décroissante. m

Remark 20 Dans la proposition précédente, la limite & gauche en x de F),
est p(]—oo,z]) et Fu(z) = p(]—oo,x]). Par la proposition 2.2.6, u(]—oo,x]) —
p(]—o0, z[) = p({z}). Donc F, (x) = p(]—o0,z[) si et seulement si p({x}) = 0.



