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1 Chaines de Markov

1.1 Notions de base
1.1.1 Introduction

Un processus de Markov est un processus stochastique possédant la propriété de
Markov: l'information utile pour la prédiction du futur est totalement contenue
dans I’état présent du processus et n’est pas dépendante des états antérieurs.

Une chaine de Markov est un processus de Markov a temps discret, ou a
temps continu et & espace d’états discret.

On considére un systéme qui admet un nombre d’états différents, 1’état
change au cours du temps discret.

A chaque changement, le nouvel état est choisi avec une distribution de
probabilité fixée au préalable, et ne dépendant que de I’état présent.

1.1.2 Dynamique markovienne

On considére un processus aléatoire (X, )n.,, défini sur un espace probabilisé
(2, A, P), et prenant ses valeurs dans un espace d’etats discret E, fini ou
dénombrable.

La distribution marginale de X, est notée par (m,) :

mn(z) := P[X, = z], pour tout € F

et Fx la o-algébre qui représente 'information disponible a la date n sur la
base de I'observation du processus X:



FX = (X0, X1,...., X))

Définition Une chaine de Markov est un processus stochastique dont la dépen-
dance au passé est résumée par la seule observation présente.
On dit que (X, )n., est une chaine de Markov si:

n>o

P[X, € A|FX ] = P[X, € A|X,_1],pour tout AC E et n > 1.

Les matrices de transition P, = (P,(,9)), ,cp sont définies par:

x,Yye
Pll(xvy) =P [Xn = y|Xn—1 = .73]

et elles représentent les probabilités de transistion introduites dans la défi-
nition précédente.

Remarque Les matrices sont de taille au plus dénombrable car 'espace d’ “etat

FE est au plus dénombrable.

Terminologie les matrices de transition sont des matrices stochastiques:

P,(z,y) > 0et Z P, (z,y) =1, pour tous z,y dans E.
yeE

On constate que P, (z, .) définit une mesure de probabilité sur Uespace d’“état
discret F.

Remarque Pour toute chaine de Markov, on peut construire une suite de

matrices de transition (P,)

n>q

La reciproque est donnée par la proposition suivante:



Proposition Soit (Uy,)n., une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées de distribution uniforme sur l'intervalle [0, 1] soit
(Py)n>1 une suite de matrices stochastiques sur un espace d’’etat E. Pour
toute distribution initiale mg, il existe une chaine de Markov de loi initiale mg et
de matrices de transition (P,)n>1.

Preuve

Soit E' = {z;,i € N}, Ilo(i) = >_,<; mo(z;). La variable initiale est définie
par:

Xo = inl]ﬂoufl), 110(i)] (Vo)
i>0

Notons que la variable X est distribuée suivant la loi 7y, d’autre part on
consideére la variable aléatoire X,,_1 et on pose:

I (1) = X Pam(@a-1,77)
J<i

On définit X, par:

Xn — Zwil]nf”‘l(ifl), an—l(i)] (UO)
i>0

dont la loi conditonnelle par rapport & X,,_1 est P,—1(Xp—1, .).

Conclusion
Une chaine de Markov est entiérement déterminée par la donnée de sa ma-
trice de transition P et sa loi initiale 7.



