Chapitre 4

Les Méthodes Newtoniennes

4.1 Définition de 1’algorithme

La méthode de Newton est un procédé général de résolution des systémes d’équations

non linéaires de la forme

g(x)=0 (4.1)

ou g : R" — IR" est supposée réguliere. Pour le probleme (2.1) déja posé, on utilise cette
méthode avec g(x) = Vf(x), donc (4.1) résume la condition nécessaire d’optimalité du
probleme (2.1).

Dans ces conditions l'algorithme de Newton génere une suite de vecteurs {x;} de la

maniéré suivante : Supposant connu 1'itéré courant xy, I'équation (4.1) linéarisée en xj est :

g(xe) + &' (x) (x —x¢) = 0 (4.2)

si g estle gradient d’une fonction f a minimiser alors, ¢’ est son hessien. On écrit autrement
I’équation (4.2) :
8 (xx) + H(xx) (x — xi) = 0.

Lorsque H(xy) est inversible la solution de 1’équation est la nouvelle itéré de 1’algorithme
de Newton donc

Xkr1 = X+ dy (4.3)
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ou

dy = —H ™ (x)g(x) (44)
Et on peut écrire 'algorithme de Newton :
Algorithme 4.1.
Etape 0 (Initialisation) : x( et ¢ > 0 donnée, k = 0
Etape 1: Test d’arrét : calculer g(xy), si ||g(xx)|| < € alors stop sinon
Etape 2 : Calcul de la direction d, = —H ' (x;)g(xx)
Etape 3: x;.1 = x +di

Etape 4 : Remplacer k par k + 1 et aller a l'étape 1.

Remarque 4.1.

o Al'étape 2, on calcul la direction dy en résolvant I'équation (dite de Newton)

H(x)dp = —g(xx) (4.5)

e Dans la pratique, si H(xy) est définie positive, il est préférable d utiliser la méthode de décom-
position de Choleski, on calcule la matrice L triangulaire inférieure telle que H(x) = LL". La

résolution de (4.5) revient a résoudre deux systeme triangulaires

Ly = —g(x) (4.1)
puis
LTdk =Yy (4-2)

mieux encore, on peut décomposé H(x;) en LDLT = (LDY2D'Y2LT) avec D, une matrice

diagonale.
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4.1.1 Etude dela convergence

On va étudier la convergence d’une méthode un peu plus générale, dans laquelle la di-

rection dj est donnée par

dp = —B, ' g(x) (4.3)

Bj étant une matrice inversible.

Théoréme 4.1. Soit x* une solution de (4.1). Supposant que g est de classe C! dans un voisinage

Vi de x* et H(x*) est inversible. S’il existe ¢ > 0 et 6 > 0 assez petits tels que
lxr = x*|| < eet [[By — H(xp)[| <6

alors I'algorithme 4.1 avec dy donné par (4.3) géneére une suite {xy} convergeant linéairement vers
x*. Si de plus {By} converge vers H(x*), alors la convergence est super-linéaire. Enfin, si H est

lipschitzien et si By — H(x*) = o(||xx — x*||),alors la convergence est quadratique.

Démonstration.
¢ € CY(Vy+) = H est continue sur V,+ et puisque H(x*) est inversible, donc H(xy) est
inversible pour x; € Vy+. Si de plus § est assez petit alors By sera aussi inversible donc la

direction (4.3) est bien définie donc

Xpp1 — X* = xk—l—dk—x*:xk—x*—Bk_lg(xk) =

= B (Br(ax — x*) — g(xx))

En utilisant la formule (1.6) pour la fonction vectorielle g

1

g(xe) = g(x" + (xp —x7)) = g(x") + /H(x* + £ — 7)) (0 — x7)dt
0

Puisque : g(x*) =0,on a

X1 —x* = B '(Br— H(xp))(xx — x*) +
1
B, [ (H(n) = Hix' + (v — x)) (x — ')
0
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La formule de la moyenne pour ¢y €]0,1]
s =2 < o= 2| B 0B — HG) |+ 1 H ) = HGE + o — x) ] 4.4)

sig, 6 est tels que

r T
1Bx — H(xy)|| < —— et |[H(xx) — H(x* + to(x — x%))|| < —2

-1 -1
[ [

avecr; +rp,=r € [0,1],ona

60 = 2] < 7l — 7] (4.5)
donc {x;} converge linéairement vers x*. Si de plus, By — H(x*), alors
tim ||| (1B — HGx) | + 1 H () = Hx* + toxe — 7)) =0

de (4.4)on a

ltier =) _ g olllme=27ll) _ (4.6)

lim . .
|2 — x| |2k — x|

ce qui montre que la convergence de {xx} est super-linéaire. Enfin, si on suppose que H est
M-lipschitzien et que By — H(x*) = o(||xx — x*)||, puisque tp €]0, 1] on obtient
I (i) = H(x™ +to(xx — x7)) | < M [xe — (x" +to(xx — x7)) |

= MI|(1 —to) (xx — x*)[| < M [ — x|

donc de (4.4)
vesn = 211 < = x| || B o v — ) + Ml = ]
i s = _
e — x|
U

Remarque 4.2. Le théoreme précédent n’entraine nullement la convergence globale de I'algorithme

de Newton, mais il dit que si x;. est proche de la solution du probleme (4.1), alors xy 1 est infiniment
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plus proche. en fait les inconvénients de la méthodes de Newton sont bien connue :

p—

. L'algorithme n’est pas globalement convergeant.

N

. L'algorithme n’est pas définie en un point x ott H(x) est singuliere.

O3]

. Si H(xy) nest pas définie positif, la direction (4.4) n’est pas une direction de descente.

=

. Le point stationnaire obtenue peut étre un minimum local, un maximum local oit un point de selle.

5. Un systeme linéaire d’ordre n doit étre résolut a chaque itération.

4.2 Algorithme de Newton modifié

On note que contrairement aux méthodes du premier ordre (Chapitre 1) I’algorithme
(4.3)-(4.4) fournit non seulement une direction, mais aussi une longueur de pas le long de
cette direction, en d’autres termes, le pas t = 1 est privilégié (pour avoir une convergence
super-linéaire vue le théoreme 4.1 ). Ceci est valable seulement pour xy proche de la solution,
loin de la on n’a pas de convergence globale, pire encore la direction (4.4) n’assure pas la

descente, c’est-a-dire

f(xr1) = flxx +di) < fxx)-

Pour cela on peut interprété (4.4) comme une direction , le long de laquelle on effectue une
recherche linéaire pour forcer la descente entrainant la convergence globale.

Une telle recherche est possible que si H(xy) est définie positif (pour avoir g(xx)d; < 0).
Sinon, on peut modifié le hessien, car ce cas est facilement repérable (revenant aux re-
marques 4.1) pendant la décomposition de H(x;) (par la méthode de Choleski), on s’apercoit
trés vite qu’on doit extraire une racine carrée négative, on peut alors ajouter un terme po-
sitive la ou il le faut, de fagon a obtenir la définie positivité de la matrice hessienne. Il faut
mentionner que cette technique est tres gourmande en nombre d’opération effectuer, donc

elle est peut efficace.

213 +15n% +n
6
élémentaires. La résolution des systémes triangulaires (4.1) et (4.2) demande 2n? opérations
2n3 +15n% +n
6

opérations élémentaires a chaque itération de 1’algorithme (penser au cas o1

En effet, pour avoir la matrice L € M, on effectue un total de opérations

élémentaires. Donc, pour inverser la matrice H(xy) il faudrait faire +2n? =
2n3 4+ 27n% 4+ n

6
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n =103,..,100).

Algorithme 4.2 (Newton avec décomposition de Choleski).

Etape 0 (Initialisation) : xq et ¢ > 0 donnée, k =0
Etape 1: Test d’arrét : calculer g(xy), si ||g(xx)|| < € alors stop sinon,

Etape 2 : Calcul de la direction dy.
Effectuer une décomposition de Choleski de la matrice H(xi) : H(x;) = LLT,
Résoudre les deux systemes : Ly = —g(x) puis LTdy =y,

Etape 3 : Recherche linéaire, trouver ty solution du probleme rz1>161 f(xg + tdy),

Etape 4 : Si recherche linéaire réussie xy,1 = Xy + tydy remplacer k par k + 1 et aller en 1.

4.2.1 Algorithme de Newton tronqué

A 1'étape 2 de I'algorithme 4.2, et vue les remarques précédentes, on voit bien qu’il est
pratiquement trés couteux de calculer exactement la direction dj, on peut alors résoudre
I’équation de Newton (4.5) de maniére approchée. Dans la pratique cette résolution se fait
par un processus itératif interne (le plus souvent il s’agit de 1’algorithme du gradient conju-
gué linéaire), ce processus sera stopper avant convergence d’ott le nom d’algorithme de

Newton tronqué. Voici un exemple de telles méthodes.

Algorithme 4.3.

Etape 0 (Initialisation) : xq et ¢ > 0 donnée, k =0

Etape 1: Test d’arrét : calculer g(xy), si ||g(xx)|| < € alors stop sinon

Etape 2 : Calcul de la direction dy. : Résoudre d"une facon approchée le systeme : H(xy)dy = —g(xy)

Etape 3 : Recherche linéaire, trouver ty solution du probleme rtnigt f(xg + tdy)
>

Etape 4 : Si la recherche linéaire réussie, Xy = Xy + tidy, remplacer k par k + 1 et aller en 1.

Théoréeme 4.2 (Convergence globale). Supposons que g Lipschitzien sur la tranche

L={xeR"/ f(x) < f(x1)}
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et soit {xy},{ By }a suite des vecteurs et la suite des matrices générées par I'algorithme 4.2 ou 4.3,

utilisant une recherche linéaire de Wolfe. Si

o La suite {f(xy)} est bornée inférieurement,
e La suite de matrices { By} est symétrique et définie positive,
o [l existe > 0 tel que || By|| HBk_lH <u Vke{0,1,...}.

Alors, lim inf ||g(x¢)|| = 0.

k—o00
Démonstration.
. . 8" (x)di _ : i
Il suffit de démontrer que ¢, = — T2Geo 1Tl > ji > 0 et on applique le théoréme 3.7.
k k

En effet, si A; = min(c(By)) et puisque By, est symétrique définie positive = B, ' symé-

. o . 1 1
trique et définie positive alors HBk Hz =
1

Grace au théoreme 1.3 et I’équivalence des normes on a

G = — glxe) 'di  g(xi)'Brg(xx)
18 Cxi)ll ldicll - Nl Cxi) Il 1| Beg (x|
MlgEI* 1
Gl 1Bl B 1B

v

Z

Exemple 4.1. On applique les algorithme 4.2 et 4.3 avec une recherche linéaire de Wolfe sur le

probleme test de I'exemple 3.1, les résultats sont illustrés dans les tableau 4.1 et 4.2
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k|t Xk f(xk) 1&g (xx) |

0| — | (—1.200,1.000) 24.201 232.867

1 [1.000| (—1.170,1.380) 4.731 4.639

2 10117 | (—0.947,0.844) 4.067 26.020

3 | 1.000 | (—0.778,0.576) 3.243 13.716

4 | 1.000 | (—0.513,0.193) 2.779 22312

5 | 1.000 | (—0.412,0.160) 2.005 4.9507

6 | 0.490 | (—0.185, —0.022) 1.729 13.165

7 | 1.000 | (—0.089, —0.001) 1.193 3.101

8 |0.490 | (0.099,—0.030) 0.973 8.064

9 | 1.000 | (0.198,0.029) 0.651 2.137

10 | 1.000 | (0.814,0.642) | 7.565 x 102 7.439

15 | 1.000 | (0.850,0.722) | 2.239 x 10~%2 0.314

16 | 0.700 | (0.933,0.863) | 9.590 x 10~ 2.912

17 | 1.000 | (0.960,0.922) | 1.606 x 10~ 0.260

18 | 1.000 | (0.994,0.988) | 1.634 x 10~ 0.511

19 | 1.000 | (0.999,0.998) | 9.929 x 10~% | 6.173 x 10~
20 | 1.000 | (0.999,0.999) | 1.030 x 10710 | 4210 x 10~
21 | 1.000 | (1.000,1.000) | 4.459 x 10~ | 4.157 x 10~%

Tableau 4.1: Algorithmes Newton-Choleski
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k|t Xk f(xk) 1&g (x|

0| — | (—1.200,1.000) 24.200 232.867

1 |1.000 | (—1.175,1.380) 4.731 4.639

2 10117 | (—0.947,0.844) 4.067 26.020

3 | 1.000 | (—0.778,0.576) 3.243 13.716

4 | 1.000 | (—0.513,0.193) 2.779 22.312

5 | 1.000 | (—0.412,0.160) 2.005 4.950

6 | 0.490 | (—0.185, —0.022) 1.729 13.165

7 | 1.000 | (—0.089, —0.001) 1.195 3.101

8 |0.490 | (0.099,—0.030) 0.973 8.064

9 | 1.000 | (0.198,0.029) 0.651 2.137

10 [ 0.700 | (0.387,0.111) 0.523 9.039

11| 1.000 | (0.850,0.722) | 2.239 x 10~ 0.314

16 | 0.700 | (0.933,0.863) | 9.59 x 10~ 2.912

17 | 1.000 | (0.960,0.922) | 1.606 x 10~ 0.260

18 | 1.000 | (0.994,0.988) | 1.634 x 10~ 0.511

19 | 1.000 | (0.999,0.998) | 9.931 x 10~% | 6.174 x 10~
20 | 1.000 | (0.999,0.999) | 1.031 x 10710 | 4211 x 10~
21 | 1.000 | (1.000,1.000) | 4.462 x 1071 | 4.159 x 10~%

Tableau 4.2: Algorithme Newton tronqué

Exercices

Exercice 4.1. Utilisez ln méthode de Newton pour trouver un point minimisant de

f(x,y) =5x* +6y* —6x* +2xy +5y* +15x — 7y + 13

Partez de (xqo, yo) = (1, 1).

Exercice 4.2. Utilisez la méthode de Newton modifiée (avec une recherche unidimensionnelle) pour
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la résolution de

( n;in]R 2x% +y? —2xy+2x° +xt
x,y)€R"

Effectuez seulement les deux premieres itérations et partez de (2, —1).

Exercice 4.3. Utiliser la méthode de Newton pour minimiser
f(x) =x—cosx.

Le point initial est x1 = 0.5 et le test d’arrét est |x 1 — x| < €, avece = 107>,

Exercice 4.4. Soit la fonction quadratique définie par

Floy) =5 (c=y)x+ 5 Qy-x)y—x-y+16

1. Calculez le gradient g et le hessien H de f

(a) Déduire de 1) la forme matricielle de f, i.e.

flu) = 1uT Au+b"u+cOA € Myyo,b € RPtc € R.

2

2. Soit le probleme de minimisation sans contrainte

min f (x).

(a) Trouvez (x*, y*), I'unique point stationnaire de f.
(b) Montrez que (x*, y*) est un minimum global strict de f.
3. Soit l'algorithme

(ki1 Vir1) T = (e, yi) T+ die

avec d, = — [H(xk,]/k)]_l g (X, yk)

(a) Montrez que pour tout (xi, yx) € IR?, le vecteur dy est une direction de descente.

(4.7)

(4.8)

(b) Monterez que la méthode (4.8) trouve la solution exacte de (4.7) en une seule itération

V(xl,yl) € R2.
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(c) Donnez une explication au résultat précédent a partir des conditions d’optimalité.

Exercice 4.5. Montrer que si f est une fonction quadratique de la forme

fx) = %xT Qx+b'x

O Q est une matrice symétrique, définie positive. Alors la méthode de Newton trouve le minimum

de f aprés une seule itération. Est-ce-que la méthode de Newton modifiée :

Xe41 = Xg+tedy
de = —Q 'g(x)

ty = argmin{f(x; + tdy), t > 0),

possede la méme propriété ? Justifier votre réponse.
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