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Exercice 1 (10 Pts).

1) Considérons la mise a jour de rang un
Hy =T+ w’
ot u,v € R"™ et u # 0. Trouver les valeurs propres de Hy, puis montrer que
det(H,) =1+ u'v.
2) Soit uy, ug, vy, vo € R™ et considérons la mise a jour de rang deux
Hy = I +ujud +vy0; .

Montrer en utilisant la question précédente et le théoréme de Sherman-Morrison-Woodburg, que

det(Hs) = (1 +ujus) (1 +v{vs) — (ufva) (ugvo) .

Théoréme (de Sherman-Morrison-Woodburg). Soit A une matrice nxn non singuliére et u,v € R™.
Sil+vTA Y # 0, alors la mise a jour de rang un A + uv™ est inversible et

A T AL

V-1 _ 4—1 _
(A+w’)" =A T 0T AT

Solution: .

1) Soit & € R™ un vecteur propre associé a la valeur propre A de Hj, on a
(I+w")z =z <= w'z = (\— 1)z,

donc x est soit paralléle a u # 0 ou orthogonal a v. Si  est orthogonal a v, alors la valeur propre

correspondante est égale a 1; sinon la valeur propre correspondante est égale a 1 + u’w .
Puisque le déterminant et le produit des valeurs propre d'une matrice, alors

det(H,) = 1+ uv[1P"]

2) Soit uy, ug, vy, v3 € R™ et considérons la mise & jour de rang deux

H2 = ]‘|‘U1Ug—|—'l}1’l}g.
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Il est facile de remarquer que
-1
(I+ ulug) [I + (I + ulug) vvaT] =TI +wul + UvaT.

En utilisant la question précédente et le théoréeme de Sherman-Morrison-Woodburg, on a

det(I + ugus +v1vg) = (1 + uj us) [1 +uy (I+ u{vg)_l vf] ,

T
uu

(1+ufug) (14 0v]va) — (ufva) (ugvs) [aPt]

Exercice 2 (5 Pts). Soit la fonction donnée par

1
f(z) = =2 Az — 27b; 2 € R%

2
. (30 (-1
owa=(30). 0= (1)

— Calculer les quatre premiéres itérations de I'algorithme SR1 pour minimiser f sur R? avec
zo = (—1,1)T et Sy = I. Que peut on déduire ?

Solution:
Pour faciliter les calcules, il est possible de calculer la mise a jour de la matrice S par la méthode
SR1:

(51=)° (51=21) (532)
1_~ 1Al (52 2)72 (51_71)714_(52_72)72
S -9 <6k %)%"‘(k Vi ) Vi Bk ) Vi Ve ) Vi
LR o) (202) (#-2)"

(Ot (G- )+ (-7

— D'autre part, si f est une fonction quadratique convexe,
0(t) = f(xy + tdy)
alors
0 (te) = g(xpttdy) dy = ((xp +tdy) T A+ 0" ) dyy = (z, A+b") dp+tdi Ady, = g(xp+tdy)" di
tr est un minimum local pour 6 sur |0, oo = 0'(tx) = g(zp + tdp)Tdy = 0 = t), =

_g(x) Tdy
dy Ady
3 0 —1
gx) =Axr —b= ( 0 2 )x—( 1 )

— On a
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Puisque 79 = (-1, 1) et S} =1 = ( L0 ) alors

01
(%)
doz—Sog(fCo)Z—((l) ?)<_12>:<§)

La fonction objective est quadratique ce qui donne

g(zo)'do 5

to = argmin{ f(zo + tdy), t > 0) = Al Ady 14

donc 9 g
1 = T + tody = (—5 ; ﬁ)T

et on

alors

aussi

et

En suite, on a -
Ty =11 +tidy = (—§7 §)T7

. . : 11
puisque g(z2) = (0,0)7 et f est une fonction strictement convexe alors z* = (—g, §)T est un

= A [ipe]

minimum global stricte de plus S, =

S Wl
N~ O
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Exercice 3 (5 Pts). Soit la fonction donnée par

1
f(z) = 2T Ax — 2"b; x € R

2
. (30 (-1
owa=(30). 0= (1)

— Calculer les quatre premiéres itérations de I'algorithme DFP pour minimiser f sur R? avec
o = (—=1,1)T et Sy = I. Que peut on déduire ?

Solution: Si &, = (61, 063) et v = (74,~7)", alors la mise a jour DFP de la matrice Sy, est calculée
par

(o) () R
ISR B N G R ) R O R C N G )
k+1 k 152 1.2 52_~2)2
03,05 o Ve Vk ( k 'Yk)
(2)+(2)" () +(R) (St =)+ ()

— D'autre part, si f est une fonction quadratique convexe,
0(t) = f(xy + tdy)
alors
0 (te) = g(xpttdy) dy = ((xp +tdy) T A+0") dyp = (2, A+b") dp+td, Ady, = g(xp+tdy)" di

tr est un minimum local pour 6 sur |0, oo = 0'(tx) = g(zp + tdp)Tdy = 0 = t), =

g(x):Ax—b:(g g)z_(—ll)

Al Ady,
: 1
Puisque o = (=1, 1) et Sy =1 = < 01 ) alors

— On a
9(xo) = ( _12)

do:_sog(xo):—(é (1))(_12):@)

La fonction objective est quadratique ce qui donne

e}

g(:L’O)TdO . 5

ty = i tdy), t = =
o = argin{ f(xy + tdo). > 0) = L2 =

donc

2 9
1 = T + tody = (—5 ; ﬁ)T
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et on
=5 —77)"
15 d.p
Yo (77 7) )
alors
27 11
Si=1 19 5
70 35
aussi 1 o
g(x1) = (77 ;)T
1 3
di = —=S19(z1) = (—1—07 E)T
et

o _9($1)Td1 10
! A Ad, 21
En suite, on a

1 1
Ty =1x1 +tidy = (_5’ §)T7

: . : 11
puisque g(z2) = (0,0)T et f est une fonction strictement convexe alors x* = (—=, i)T est un

1
= A~ [1pn]

minimum global stricte de plus S, = | 3
0

N~ O



