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4.1 Variables Aléatoires
Discrètes
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En 1654, Blaise Pascal (1623� 1662) entretient avec Pierre de Fermat
(1601� 1665) des correspondances sur le thème des jeux de hasard et
d�espérance de gain qui les mènent à exposer une théorie nouvelle : les
calculs de probabilités.
Ils s�intéressent à la résolution de problèmes de dénombrement comme
par exemple celui du Chevalier de M�er�e:
«Comment distribuer équitablement la mise à un jeu de hasard
interrompu avant la �n?»
D�e�nition 01 :
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La variable aléatoire X est dite discrète si elle prend un nombre �ni
ou in�ni dénombrable de valeurs.
Exemple 01: On lance une pièce de monnaie 3 fois.
l�ensemble des résultats possibles (univers des possibles) est


 = fPPP; PPF; FPP; PFP; PFF; FPF; FFP et FFFg

On dé�nit une variable X représentant le nombre de Piles P obtenues.
Alors les valeurs de X sont f0; 1; 2 et 3g:
Dans l�exemple 01: X = 0 correspond au cas où on n�a pas de Piles P
c�est à dire:
fX = 0g = fFFFg
fX = 1g = fPFF; FPF; FFPg ,
fX = 2g = fPPF; FPP; PFPg
fX = 3g = fPPPg.
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Exemple 02: On jette deux dés distincts et on s�intéresse à la somme
des points. On note X cette variable aléatoire, Alors l�ensemble des
valeurs possibles de X est 
 = f2; 3; 4; :::; 12g

4.1.1Loi de probabilité d�une
variable aléatoire discrète
D�e�nition 02 :
Soit X une v.a.d. On appelle loi de probabilité ou distribution de
probabilité de la v.a. X l�application

p : R! [0; 1]

x ! p(x) = P (X = x)

Propri�et�es :

1:8x 2 R; p(x) � 0

2:
X
x2R

; p(x) = 1:
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La loi de probabilité d�une variable aléatoire discrète est entièrement
déterminée par les probabilités pi des événements fX = xig; xi
parcourant l�univers X (
) : La loi de probabilité est donnée par les
(xi; pi)

M o du le d e M a th ém a t iq u e s S ta t is t iq u e s C h ap it re 0 4 : Va r ia b le s A lé a to ir e s S é a n c e 0 7
R e sp o n s a b le s d u c o u r s : D r. M et ir i Fa ro u k & D r. S ad ou n A hm ed & D r. A id i K h a ou la , U n iv e r s i t é d e B a d j i M o k h t a r -A n n a b a - D é p a r t em e n t d e T C SN V 2 0 2 1 / 2 0 2 2

6 / 1 9



On reprend l�exemple 01, on a:

p(0) = P (X = 0) = P (fFFFg) = 1

8

p(1) = P (X = 1) = P (fPFF; FPF; FFPg) = 3

8

p(2) = P (X = 2) = P (fPPF; FPP; PFPg) = 3

8

p(3) = P (X = 3) = P (fPPPg) = 1

8

On écrit en général la loi sous la forme suivante:

Nombre de piles: x 0 1 2 3
P3

0
p(x)

P (X = x) 1
8

3
8

3
8

1
8

1
8 +

3
8 +

3
8 +

1
8 = 1
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Fonction de répartition
Soit X une v.a. On appelle fonction de répartition de la v.a. X
(discrète ou continue), la fonction FX dé�nie par

FX : R �! [0; 1]

x �! P (X � x)

L�importance pratique de la fonction de répartition est qu�elle permet
de calculer la probabilité de tout intervalle sur R:
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Propri�et�es de la fonction de r�epartition
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On reprend l�exemple 01, on a

Nombre de piles: x P (X = x) FX (x)
0 1

8
1
8

1 3
8

1
8 +

3
8 =

4
8

2 3
8

4
8 +

3
8 =

7
8

3 1
8

7
8 +

1
8 = 1
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4.1.2 Espérance
Mathématique
D�e�nition 03 : Soit X une variable aléatoire discrète ayant pour
valeurs possibles x1; x2;��� et pour distribution de probabilité p(x) .
La valeur moyenne d�une variable aléatoire est appelée l�espérance
mathématique de X donnée par

E [X] =
X
i�1

xip(xi) =
X
i�1

xip(X = xi)

à condition que la série ci-dessus soit absolument convergente, sinon
on dira que X n�admet pas d�espérance mathématique.
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De la même manière, on peut écrire

E
�
Xk
�
=
X
i�1

(xi)
k
p(xi)

qui s�appelle le moment d�ordre K de la v.a X.
Remarque

Si X a un nombre �ni de valeurs alors E[X] existe.

On a besoin du moment d�ordre 2
�
E
�
X2
��
pour calculer la

variance de la v.a X:

Si X et Y sont deux v.a indépendantes =) E(XY ) = E(X)E(Y )
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Propri�et�es de l0esp�erance
Les propriétés de l�espérance valent aussi bien pour une v.a discrète
ou une v.a absolument continue.
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On reprend l�exemple 01,

E [X] =
X
i�1

xip(xi) =

�
0:
1

8

�
+

�
1:
3

8

�
+

�
2:
3

8

�
+

�
3:
1

8

�
=
12

8
=
3

2

Le moment d�ordre 2 de la v.a X. est donné par

E
�
X2
�
=
X
i�1

(xi)
2
p(xi) =

�
02:
1

8

�
+

�
12:
3

8

�
+

�
22:
3

8

�
+

�
32:
1

8

�
=
24

8
= 3
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4.1.3 Variance mathématique
D�e�nition 04 : La variance V (X) d�une v.a est l�espérance
mathématique de l�écart à l�espérance mathématique. C�est un
paramètre de dispersion qui correspond au moment centré d�ordre
2 de la v.a X.
Si X est une v.a ayant une espérance E [X], on appelle variance de X
le réel

V (X) = E (X � E [X])2 = E
�
X2
�
� (E [X])2

Si X est une v.a discrète de loi de probabilité (xi; pi), dé�nie sur un
nombre �ni d�événements élémentaires, alors la variance est égale à:

V (X) =

nX
i=1

(xi � E [X])2 pi =
 

nX
i=1

x2i pi

!
� (E [X])2
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Remarque

V (X) = E
�
X2
�
� (E [X])2

alors on peut écrire

E
�
X2
�
= V (X) + (E [X])

2
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On appelle écart type de X la quantité

� =
p
V (X)

Remarques

La variance et l�écart type ne sont jamais négatifs.

L�écart type représente l�écart moyen (la distance moyenne) entre
la variable et sa moyenne. Elle mesure la dispersion d�une
variable:
- Plus l�écart-type est grand " plus la variable prend des valeurs
qui peuvent être éloignées les unes des autres.
- Plus l�écart-type est petit # plus la variable prend des valeurs
proches de sa moyenne.

Si E[X] = 0 on dit que la variable aléatoire est centrée

Si V (X) = 1 on dit que la variable aléatoire est réduite.
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On reprend l�exemple 01,

V (X) = E
�
X2
�
� (E [X])2 = 3�

�
12

8

�2
= 3�

�
3

2

�2
=
3

4
> 0

� =
p
V (X) =

r
3

4
=

p
3

2

- �a faire : Reprendre l�exemple 02 (somme des deux dés) et
chercher la loi de probabilité, l�espérance, et la variance de la variable
aléatoire X.
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