Chapitre 1

Résolution des systémes
linéaires

Dans ce chapitre, on s’intéresse a la résolution numérique des systemes
linéaires qui fait partie de 'analyse numérique matricielle. En effet, il y’a
deux types de méthodes de résolution de systémes linéaires : celles dites
directes ; donnant la solution exacte aprés un nombre fini d’opérations élé-
mentaires, et celles dites itératives; engendrant une suite de solutions ap-
prochées qui converge vers la solution exacte, en se fixant une précision a
atteindre.

D’une facon particuliére on va présenter dans ce chapitre les deux mé-
thodes directes les plus connues : méthode de Gauss et factorisation LU.

On verra dans les prochains chapitres que la résolution d’un probléme
d’optimisation linéaire revient a la recherche de la solution d’un systéme
linéaire.

Soit le systéme d’équations linéaires suivant

a11x1 + A12T9 + ATy = bl
911 + 9279 + W Qon Ty = bg

9
Up1T1 + ApaTo + ...QpnTn = by,

x1,To, ...T, sont les inconnues du systéme.
Le systéme précédent peut s’écrire sous forme matricielle A.X = b avec

ay; a1 ... QAip T bl

agy Q922 ... A2 i) bz
A= X = b= ;

Anl Ap2 - Qpp Tn b,
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ou bien tout simplement en matrice augmenté du systeme.

ayp Qai2 ... QAip bl
21 QA922 ... QAgp b2
ap1 Ap2 ... Gpp bn

Les méthodes directes ont pour principe de transformer le systéme en
question en un autre équivalent, ayant la méme solution que 'original.

1.1 Systémes & matrices particuliéres

Définition 1.1.1 On appelle matrice diagonale toute matrice dont tout les
éléments sont nuls sauf les éléments de la diagonale.

Le terme général de la matrice vérifie Vi # j = a;; = 0, une matrice
diagonale a la forme suivante :

Un systéme ayant pour matrice de coefficients une matrice diagonale se
résout directement par la résolutions des équations a;x; = b;.

Définition 1.1.2 On appelle matrice triangulaire supérieure (resp infé-
rieure) toute matrice dont les éléments qui se trouvent au dessous (au des-
sus) de la diagonale sont tous nuls.

( a1 G122 a1z ... Qin
0 929 G923 ... QA9op
A=1 0 0 ass ... Qsp triangulaire supérieure.
\0 0 0 .
a1 0 0 0
a1 azy 0 0
A=\ a31 as ass 0 triangulaire inférieure.
ap1 Gp2 Ap3 ... Gpp
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Si un systéme admet pour matrice de coeflicients une matrice triangu-
laire, on peut le résoudre par substitutions successives, en commencent par
l’équation a,,,x, (resp ajizp) si la matrice est triangulaire supérieure (resp
inférieure).

1.2 Meéthode d’éliminations de Gauss

L’idée principale de cette méthode est de se ramener & la résolution d’un
systeme linéaire équivalent dont la matrice est triangulaire supérieure.

Remarque 1.2.1 Dans cette méthode on a besoin de faire des transforma-
tions élémentaires sur les lignes ( les colonnes) de la matrice augmenté du
systéme. Ces transformations ne changent ni son ordre ni son rang.

1. La permutation de deux lignes.

2. La permutation de deuz colonnes.

3. La multiplication d’une ligne par un scalaire.

4. La diwvision par un méme terme non nul les éléments d’une ligne.

5. Ajouter ou retrancher & une ligne un certain nombre de fois d’une
autre ligne.

1.2.1 Schéma de ’algorithme de la méthode de Gauss

La méthode comporte (n-1) itérations, on notera agf) I'élément a;; et

bz(k) I’élément b; de la matrice augmentée du systéme a ’étape k.

Etape n° =1:

On transforme A en une matrice dont les termes sous diagonaux de la
premiére colonne sont nuls.

—a
Pour éliminer le terme as; on multiplie la ligne /; par ( 21)

an
lgl) — Iy + (—021) I,

ai

on obtient ainsi

a(l) =a da1 a
25 — W25 — \ —/ 1y
J a1
1 a21
b =0y — [ 22 ) by
ai

—a
Pour éliminer le terme az; on multiplie /; par ( 31)
ail
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151) P (—031) I,

ai

on obtient ainsi

L a3
azj = az; — | —— | Q1
an
1 a3
b3 - b3 - b17
an

D’une maniére générale pour éliminer tout les termes a;; on utilise la trans-

formation
ll(l) I+ <_ai1) I
11

11

A la fin de la premiére étape le systéme d’équations aura la forme suivante

apin G2 a3 ... Ay, by
1 1 1 1
0 ag2) a§3) a’;n) bé :
0 ag (L%) wooal) oY

Etape n° =2 :

Nous éliminons ensuite les termes sous-diagonaux de la seconde colonne.

Comme & la premiére étape pour éliminer le terme agzs on doit utiliser
la transformation

(2) (1) _agIZ) (1)
I57 — 137 + ) ls7,
a

22

on obtient ainsi
(1)
2 1 a 1
agj) = agj) - % agj)7
Qg9
(2) 1) a%) 1)
Qg9

4



1.2. METHODE D’ELIMINATIONS DE GAUSS

A la fin de la seconde étape le systéme d’équations aura la forme suivante

a1 Q12 @13 ... Q1 by

1 1 1 1
0 af o) . ) BV
0 0 a§23) aéi) bgf)
0 0 o a'y P

Etape n° =k :
Pendant une étape k (k quelconque) Nous éliminons les termes sous-
diagonaux de la k — téme colonne

4D
k (k—1 k+1k | (k—1
llile — ) - ( (k—l)) ll(e ),
A,

on obtient ainsi

(k—1)

(k) (k=1 A1k |  (k—1)
Tpr1 = try — | o) | g o

A

S
k k—1 k+1,k
bl(c—zl = bé+1 - < (k—l)) 2
A

A la fin de la derniére étape on obtiendra une matrice triangulaire su-
périeure équivalente a la matrice de départ.

Remarque 1.2.2 Les opérations précédentes supposent que les termes agy,
appelés pivots sont non nuls.

Remarque 1.2.3 Les pivots de valeurs proches de zéros amplifierons les
erreurs d’arrondis.

Exemple 1.2.1 Cherchons la solution du systéme suivant en appliquant la
méthode de Gauss.

1 31 ) = 1
1 56 T3 5
La matrice augmentée de ce systéme est donnée par
ly 2 4 4 2
la 13 11
I3 1 56 5

)
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La premiére étape dans l’algorithme de Gauss consiste a annuler les termes
sous-diagonauz de la 17 colonne.

2 4 4
Lb—lL-%i; | 01 -1
lg<—l3—%l1 0 3 4

= O N

A la seconde étape, on annule les termes sous-diagonaux de la 2°¢ colonne.

2 4 4 2
01 -1 0
l3 — 13 - 3[2 00 7 4

On obtient alors le systéme triangulaire suivant

2 4 4 T 2
01 -1 ) = 0
00 7 T3 4

En commencant par la derniére équation et par substitutions successives,
on obtient la solution

$3:4/7,$2:4/7,$1 == —9/7

1.3 Meéthode de factorisation LU

La méthode LU consiste a transformer la matrice A en un produit de
deux matrices triangulaires inférieures et I’autre supérieure.

A=LU,

o L est une matrice réelle triangulaire inférieure (L pour lower en
anglais) et U une matrice réelle triangulaire supérieure (U pour upper en
anglais).

Une fois la décomposition effectué il faut résoudre deux systémes & ma-
trices triangulaires.

AX=b&s LUX =b.

On résoudra d’abord le systéme
LY =0,
une fois Y trouvée on résoudra le second systéme

UX =Y.
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Remarque 1.3.1 La décomposition n’est pas unique, la méthode impose
en général que la diagonale de U soit des 1.

On peut calculer la factorisation LU d’une matrice A par identification
de A au produit LU.

Ou A = (a;;), <ij<ns L matrice triangulaire inférieure et U une matrice
triangulaire supérieure, avec det U = 1.

Ly 0 0 ... 0 1 U Uiz ... U
L21 L22 0 0 0 1 U23 UQn
Lot Ly . o Lom 0 0 .. 0 1

1.3.1 Algorithme de la méthode LU

Etapel : Détermination des coefficients de la 17 ligne de U.

Etape2 : Détermination des coefficients de la 1°"¢ colonne de L.
Lil = U1, 1= 1, s

Etape3 : Détermination des coefficients de la j°™* colonne de L.
j—1

Lij = aij — ZLikUkja i=j+1,..,n.
k=1

Etape3 : Détermination des coefficients de la j°™* colonne de U.

i—1
aij — E LUy
k=1

9
Lii

Uy = i=2, ...

Exemple 1.3.1 Soit la matrice augmentée suivante a laquelle on applique
la méthode de factorisation LU.

Cherchons d’abord la factorisation LU de la matrice du systéme en ques-
tion par identification.
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2 1 2 Ly 0 0 1 U U

6 4 0 = Ly Ly O 0 1 Uss

8 5 1 L3y L3y Lss 0 0 1
Lll L11U12 L11U13

= Loy Loy + LU LUz + LogUss
L3y L3y + L31Uys  Lsz + L3 Uz + L3aUss

Lll =2 L11U12 =1

= (1) Loy =6 | (2) Loy + LypyUp =4
L3 =8 L3y + L3 Uip =5
LUz =2

(3) Lo1Uis + LagUsz = 0 ;
L3s + L31Uig + LaaUps = 1

Ly =2
L21:6 )
L31=8

1
L1WUipa =1= U = )

(2) = Log + LoyUz =4 = Lag =1
L3s + L31Uip =5 = L3 =1

L11U13 =2= U13 =1
(3) <~ L21U13 + L22U23 =0= U23 = -6 ,
L33 + L31Uyz + LapUps = 1 = Lgz = —1

alors

20 0 1 % 1

Le probléme maintenant revient a la résolution de deux systémes simples
avec deux matrices triangulaires.

2y, =10 Yy1=>9
LY =b=1{ 6y, +1y. =26 =< ygp=—4
8y1 + Y2 — Y3 = 35 ys =1
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et
1
371+§J?2+5L’3=5 1 =3
UX=Y = .%'2—63?3:—4 = T2 =
1’3:1 L3 1

ou (x1, 22, 73) = (3,2,1) la solution du systéme d’origine.

1.4 Rappel sur les matrices
Soit A € M,, (R) une matrice carrée a valeurs réelles.

e Les valeurs propres de A sont les racines de son polyndéme caracté-
ristique

det(A — \I,,) =0,

10 00 0O
01 0 0 0 O
1 .0 . .
ou [, = 00 0 0 est la matrice identité.
000 . 1 O0
0 00 0 01
e Les mineurs diagonaux principaux de A sont les déterminants
d’ordres 1, 2, 3, ..., n construits en commencant par les premiéres lignes et
les premiéres colonnes de la matrice.
a1 G2 a3 . . Qip
G21 Q22 Q23 . . (2
Si A= ag1 a2 asz . . Qa3 on a
Qp1  Gp2  Gp3 . - Qpn

D1 = det (CLH) = api,

a1 Qa2
Dy = det = 11022 — G21012,
a1  G22

ai;; G122 a3
Dy =det | ax ax a |,
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Définition 1.4.1 (matrice définie positive) On dit qu’une matrice A
est définie positive si l'une des conditions suivantes est satisfaite :
i) toutes ses valeurs propres sont strictement positives.
ii) tous ses mineurs diagonaux principauzx sont strictement positifs.
iii) < Ax,x > >0, Vo € R" (z £ 0).

Définition 1.4.2 (matrice semi-définie positive) On dit qu’une ma-
trice A est semi-définie positive si l'une des conditions suivantes est satis-
faite :

i) ses valeurs propres sont positives ou nulles.

ii) ses mineurs diagonaux principaux sont positifs ou nuls.

iii) < Az,x > >0, Vr € R™.

Définition 1.4.3 (matrice définie négative) On dit qu’une matrice A
est définie négative si l'une des conditions suivantes est satisfaite :

i) toutes ses valeurs propres sont strictement négatives.

i) si son k™ mineur diagonal principal est strictement négatif
lorsque k est impair, et strictement positif lorsque k est pair.

iii) < Ax,x >< 0, Vo € R™ (x # 0).

Définition 1.4.4 (matrice semi-définie négative) On dit qu’une ma-
trice A est semi-définie négative si ['une des conditions suivantes est satis-
faite :

i) toutes ses valeurs propres sont négatives ou nulles.

i) si son k™ mineur diagonal principal est négatif ou nul lorsque
k est impair, et positif ou nul lorsque k est pair.

iii) < Az, x >< 0, Vx € R™.

Remarque : Une matrice qui n’est ni définie positive, ni semi-définie
positive, ni définie négative, ni semi-définie négative est dite indéfinie.

Exemples :

(5 4)

det(A — Aly) = ‘ F

On conclut que A n’est pas définie.

INE)

—N_1=0=)M\=-1<0,A=1>0.
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det(A — \Iy) = 6? 6?; =(6-AN2—9=X\N 12\ +2T=0 =
A1 =3>0, A =9>0. Alors A est définie positive.

Ou bien par la méthode mineurs diagonaux principaux : D; = 6 >
0,Dy =27 > 0. Comme D; > 0 et Dy > 0, on trouve que la matrice A est
définie positive.
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