V Espérance conditionnelle

5.1. Espérance conditionnelle sur L? (Q, F, P)

Soit (Q, F, P) un espace probabilisé et soit U une sous tribu de F. Soit X €
L2, (Q,F, P) (I'espace des vecteurs aléatoires de dimension d & carré¢ intégrable).
On notera que le sous espace Lﬂid (Q,U,P) de Lﬂéd (Q, F, P) constitué des classes
d’équivalence des vecteurs aléatoires I —mesurables, est un sous espace fermé et
on a

L2, (Q,F,P) = L2 (U, P) & (L2 (U, P)) ",

ou
(L2 (U, P))" = {Y € L2, (2, F,P) :E({Y, Z)) = 0VZ € L2, (Q,U, P)}
est l'orthogonal de Léd (Q,U, P). La relation d’équivalence étant définie par:
URV < U =YV p.s.
Ainsi X s’écrit d’'une maniére unique sous la forme:
X=Y+Z (%)

on Y € L2, (U, P) et Z € (L2, (Q,U, P))".

Définition:

On appelle espérance conditionnelle de X (on la note B(X |U) ou BY (X)),
sa projection

orthogonale sur L2, (Q,U, P) ,i.e.

E(X |U) =Y,

ot Y est défini par Uégalité (x) .
On notera que E (X | U) est une variable aléatoire.
Remarque:
Il est clair que Papplication X +— B (X |U) est linéaire et que si X est
U—mesurable, alors
E(X |U)=X p.s.

En effet, X admet comme décomposition, la décomposition triviale X =
X 40, ou

X € L2, (U, P) et 0 € (L2, (U, P))".

Dans toute la suite, on ne considére que le cas ot d = 1. Les résultats ainsi
les démonstrations, dans le cas général, sont exactement les mémes.

Proposition 1:

Les assertions suivantes sont équivalentes:

Y =E(X |U) p.s.

(1) Y est U—mesurable et [XdP = [YdP pour tout A €U

A A

(ii7) Y est U—mesurable et B (ZX) =K (ZY) pour tout Z € L2 (Q,U, P)
Remarque:



La propriété (iii) avec Z = 1, entraine en particulier que
EEX [U) =E(X).

Preuve:
(i) < (i9i) est une conséquence directe de la définition de la projection
orthogonale. En effet; on a la décomposition évidente X =Y + (X —Y) avec

Y eL?(QU,P)et X —Y € (L? (Q,Z/l,P))l , d’ott par liéarité de I'espérance,
E(ZX)=E(ZY)+E(Z(X —Y)) =E(ZY)
pour tout Z € L2 (Q,U, P).

(1i) = (1) car (i91) avec Z = 14, ou A € U donne (i7). En effet,

E(ZX)= /XdP et B(ZY) = /de.
A A

(i) = (i)
Si on a (i), alors on a pour tout ¢ = > ¢;14, variable aléatoire étagée,

E(pX) =Y ¢E(X14) = ¢ / XdP =Y ¢ / YdP =E(pY).
7 7 A, 7

A

Si maintenant Z est une variable aléatoire positive. Alors il existe une suite
croissante de variables aléatoires étagées (¢,,) qui converge vers Z, d’ou d’aprés
le théoréme de la convergence monotone,

E(ZX) = lim E(p,X) = lim E(p,Y) =E(ZY).

n—oo n—oo

Si Z est de signe quelconque, alors on a Z = ZT 4+ Z~, ot ZT = max(Z,0) > 0
et Z~ =max (—Z,0) >0, d’on

E(ZX)=E(Z*X)+E(Z X)=E(ZTY)+E(Z7Y) =E(ZY),
qui signifie que (i4i) est vraie.l
FEzxemple:
SiU = {¢,Q} est la plus petite sous tribu, alors
E(X |U)=E(X) p.s.

En effet, E (X) est une constante donc &/ — mesurable et on a

{XdP:O:{YdPetéXdP:E(X)zg]E(X)dP,

d’ou Paffirmation d’aprés (i7) . On notera que les seules variables aléatoires
U—mesurables sont les constantes.



5.2. Espérance conditionnelle sur L' (Q, F, P)

Dans ce qui suit, on admettra le théoréme suivant:

Théoréme:

Pour qu’une variable aléatoire Y, U—mesurable soit positive p.s., il faut et
il suffit que

JYdP soit positive pour tout A € U

A

On a alors le théoréme suivant:

Théoréme:

L’application linéaire E (. |U) est positive (i.e. X > 0p.s. = E(X |U) >0
p.s.), continue

pour la norme de L' (Q, F, P) et est de norme < 1.

Remarque:

La positivité de I'espérance conditionnelle est équivalente & la propriété suiv-
ante:

X>Zps.=EX|U)>E(Z|U) p.s.

Démonstration:

La positivité provient directement de (i7) de la derniére proposition.

Soit X € £L2(Q,F,P).On a —|X| < X <|X|, dot en utilisant la linéarité
et la positivité de ’espérance conditionnelle,

—“E(X]U) <BX [U) <E(X][U).

Il s’en suit que
B(X [U)| <E(X]|U),

d’oll par positivité de ’espérance,
B X [U)], =E(EX |[U)]) <BE(X][U) =E(X]) =X,

qui signifie que E (. | U) est Lipschitzienne pour la norme |.||; donc continue.
De plus, on a
[E( L)) = sup [B(X U, <1.
X1, <1

[ |

Conséquence:

Comme L2 (Q, F, P) est dense dans £! (2, F, P), alors I'application E (. | U)
se prolonge par continuité sur £ (Q, F, P). Ainsi, si X € £ (Q, F, P), il existe
une suite (X,,) de £2 (2, F, P), qui converge vers X. Dans cas, par définition

E(X |U)= lim E(X, |U) pour la norme ||.||; .

Remarque:
Par un passage a la limite, la proposition 1 reste valable si X € £ (Q, F, P)
au lieu de £2 (2, F, P) et si Z est une variable aléatoire bornée et i —mesurable

(au lieu de Z € £2(Q, F, P)) car 'ensemble de ces variables aléatoires est dense
dans L% (Q, F, P).



Définition:

Soient U et V deux sous tribus de F.

On dira qu’une variable aléatoire X est indépendante de U si elle est in-
dépendante avec

toute variable aléatoire U—mesurable.

On dira que U et V sont indépendantes, si toute variable aléatoire U—mesurable
est

indépendante avec toute variable aléatoire V—mesurable.

On notera que si U = {¢, 1}, alors toute variable aléatoire X est indépen-
dante de U, car les seules variables aléatoires i/ —mesurables sont les constantes.

Proposition 2:(propriétés de ’espérance conditionnelle)

Pour tout X € LY (Q, F, P), on a:

(i) BE(X|U)=X p.s. si X est U—mesurable

(1) B(X |U) = EB(X) p.s. si X est indépendante de U. En particulier si
U=1{6,2}, on a

E(X | {6,2}) = X ps.

(149)Si U et V deux sous tribus de F telles que V C U, alors on a
EX|V)=EEX|U)|V) p.s.

(Propriété d’emboitement)

() E (B (X | U)) = B (X)

(v) ZE(X |U) =E(ZX | U) pour toute variable aléatoire bornée et U—mesurable

(wi)E(ZX) =E(ZE (X | U)) pour toute variable aléatoire bornée et U—mesurable

Preuve:

Soit (X,,) une suite de £? (2, F, P), qui converge vers X.

(7)Comme X est U/— mesurable, alors les variables aléatoires X, le sont
aussi, d’ou

E (X, ‘ U) =X, ps.,

d’oll par passage a la limite L'
E(X |U)=X p.s.
(#4)On a pour tout A € U
/E (X)dP = B (X) P (A) = B(X)B(14) ™ B (X1,4) = /XdP,
A A

d’ou
E(X |U)=E(X) p.s.

(ii7)La propriété d’enboitement étant vraie pour X € £2 (2, F, P) (voir série
N°4 TD), alors on peut écrire que

E(X,|V)=EEX,|U)]|V) ps.



D’autre part, la continuité de ’espérance conditionnelle pour la norme de L'
entraine que

lim B (X, | V) =E(X | V) et lim B(B(X, |U)|V)=EEX |U)]V),

n—oo

d’olt par unicité de la limite
EX|V)=EEX|U)|V) p.s.

(tv)Provient directement de la propriété (iii) avec V = {¢, 2} .
(v)Soit A € U. Alors on a

/ZE(X | U)dP E(14ZE (X | U))

A

E(14ZX), d’aprés (iii) de la pro.1l puisque 147 est U — mes
/ZXdP
A

= /E (ZX |U)dP d’aprés (ii) de la pro.1,
A

d’ou I'affirmation
(vi)En appliquant E aux deux membres de (v) et en utilisant (iv), on obtient

E(ZX)=E(ZE(X |U)).

|
Proposition 3:(inégalité de Jensen au conditionnel)
Soit X € LY (Q,F,P) et soit ¢ : R —R une fonction convexe telle que
poX €LM(,F,P).
Alors on a
po(B(X |U)) <E(poX |U) p.s.

La démonstration se conduit exactement de la méme maniére que celle du
cas classique.

Cas particuliers importants

En utilisant la notation X = max (X,0), on a

EX|U" = EXT|U),

EX W] < BE(X]|[U),

E(X |U)” < E(X”|U) pour tout p € [1,+00].
Corollaire:

On a, pour tout p € [1,+00[

1B 0l < 1X1,



et donc B (. |U) est continue de LP (Q, F, P) dans LP (Q, F, P).
Preuve:
On a, d’aprés le troisiéme cas important,

B (X [ =B(EX [U)) <BE(X]" ) =E(X]) = IX];,

d’ou laffirmation.l

L’espérance étant un cas particulier de ’espérance conditionnelle, on a la
proposition suivante (sans démonstration).

Proposition 4:

Soit (X,,) une suite de variables aléatoires numériques intégrables. Alors on

1.5i les X, sont positives et si X, T X intégrable, alors
E (X, |U) converge vers B(X |U) p.s. et dans L* (Q, F, P)

"Théoréme de Beppo-Lévy au conditionnel"
2.51 les X,, sont positives, alors on a:
a)Si imX,, est intégrable, alors

b)Si limX,, est intégrable, alors
E (imX, | Y) > IimE (X, | U)

"Lemme de Fatou au conditionnel”
3.0n suppose que la variable aléatoire sup |X,,| est intégrable et que (X,,)
n

converge vers X
p.S., alors on a

E (X, |U) converge vers B(X |U) p.s. et dans L* (Q, F, P).

Si de plus sup | X,,| € LP (Q, F, P), alors la convergence a lieu dans LP (Q, F, P).

"Théoréme de la convergence dominée”.

Définition:

On appelle probabilité conditionnelle d’un événement A € F par rapport &
U, lespérance

conditionnelle
PAU):=EQ14|U).
Remarque:
Si de plus U ={¢, B, B¢, Q} la tribu de Bernoulli associée o B € F, alors
P(A|U) nest

autre que la probabilité conditionnelle de A sachant B.



En effet, comme les fonctions U —mesurables sont constantes sur B et sur
B¢, alors par caractérisation de l'espérance cnditionnelle, on a P (A |U) = «
sur B, d’ou

aP(B):/P(A\u)dP:/lAdP:P(AﬁB),

par suite
_ P(ANnB)

5 (5) ,si P(B) #0,

soit
PA|U)=P(A|B).

5.3 Espérance conditionnelle par rapport a une variable aléatoire

Soient (€2, F, P) un espace probabilisé, (E,&) un espace probabilisable et
U:(Q,F)— (E,E) une variable aléatoire.

Définition:

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (Rd,BRd) et soit o (U) la tribu
engendrée par

U. On appelle espérance conditionnelle de X par rapport a U, espérance
conditionnelle

EX|U):=E(X|o(0)).

Remarque:
Comme les fonction o (U) —mesurables s’écrivent sous la forme ¢ (U), ou
¢ : (E,€) — (RY Bga), alors E(X |U) = ¢ (U). En pratique, on calcule
d’abord
E(X|U=u)=¢(u).

Dans ce cas
E(X|U)=¢ ()



