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Exercice 1 (7 Pts).

1) Considérons la mise a jour de rang un
Hy =1+ uv?
ot u,v € R"™ et u # 0. Trouver les valeurs propres de Hy, puis montrer que
det(H,) =1+ u’v.
2) Soit uy, ug, vy, vo € R"™ et considérons la mise a jour de rang deux
Hy = I 4+ ujul + ool

Montrer que
Hy = (I +und) [T+ (1 +wd) " ]|

puis, en utilisant la question précédente et le théoréme de Sherman-Morrison-Woodburg, montrer
que
det(Hs) = (1 + uipuz) (1 + vag) — (ufvg) (ugvg) .

Théoréeme (de Sherman-Morrison-Woodburg). Soit A une matrice nxn non singuliére et u,v € R".
Sil+vTA ' # 0, alors la mise a jour de rang un A + uv™ est inversible et

A T AL

AfuwT)y =gt -2 W2
(A+uv) 1+0TA 1y

Solution: .

1) Soit & € R™ un vecteur propre associé a la valeur propre A de Hj, on a
(I+w")z =t <= w'z =\ - 1)z,

donc x est soit parallel a u # 0 ou orthogonal a v. Si = est orthogonal a v, alors la valeur propre

correspondante est égale a 1; sinon la valeur propre correspondante est égale a 1 + u’v .
Puisque le determinant et le produit des valeurs propre d'une matrice, alors

det(Hy) = 1 +u"v][1P"]
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2) Soit uy, ug, vy, vo € R™ et considérons la mise a jour de rang deux
Hy =1 +wul +vvs.
Il est facile de remarquer que
(I +uug) [[ + (I + ulug)_l vlvg] = I + wul + vl [1P"]

En utilisant la question précédente et le théoréeme de Sherman-Morrison-Woodburg, on a

det(I +wjuy +vivg ) = (14 uj up) [1 +oy (I+ ulTU2)_1 UIT] :

T
uiu

(1 + u?u2) (1 + vag) — (U/,{Ug) (ugvg) .

]
Exercice 2 (6 Pts). On veut minimiser la fonction donnée par
1
f(z) = §xTAx —27b; v e R

Ou A= ( Lo ) , b= ( -1 ) en utilisant la méthode SR1.

0 2 1
1) Montrer que si 6, = (6},02)T et v = (v},72)T, alors
(k=) (k) (92 2)
Spi1 = Sy + (%&Zi_):fig%%;g)ﬁ (%—ﬁ()g;(;)ﬁ;vi)%?
(sr—i)vi+(82—2)v2  (ot—vi)ri+(s2—72)2
g(xx) "di

2) Montrer que t, = arg min{ f(xy + tdy), t > 0) = — ,k=0,1,2, ..

d} Ady,
3) Calculer les trois premiéres itérations de I'algorithme SR1 pour minimiser f sur R? avec
zo = (2,2)7 et Sy = I. Que peut on déduire.

Solution:
1)
(3h—t)” (3k—t) (5 —2)
1_~1\A1 52— 2)72 (51_71)71_’_(52_72)72
S =9 (5k 'Yk)”/k""(k Vi )Yk k™ Ve ) Ve T\ %k Ve ) Ve |1pts
LTI () (k) (3-2)° e

(i) i+ (=) (=) +(5—2)2

2) Si f est une fonction quadratique convexe,

0(t) = f(xx + tdy)
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alors

Hl(tk) = g(l’k+tdk)Tdk = ((l’k + tdk)T A + bT) dk = (l’kT A + bT) dk +tdgAdk = g(l’k+tdk)Tdk

-
d

tx est un minimum local pour @ sur 0, oo| = 0/ (t,) = g(xp+tdy)Tdy =0 = t;, = —%.
k k

3) On a

10 —1
g(x) =Ax—b= ( 0 2 )x—( 1 )
: 10
Puisque g = (2,2) et S; =1 = ( ) alors

0 1
9(550):(2)

demsa=(3 1) (2) ()=

La fonction objective est quadratique ce qui donne

} xo) ' d 2
to = argmin{ f(x¢ + tdy), t > 0) = —% =3
donc
Ty = To + todo = (0, O)T
et on
5 = (=2, —2)7
Yo = (_27 _4)T7
alors
( ) ! )
S = 1
03
aussi
g(z1) = (1, =17
1
dy = =S1g(r1) = (-1, §)T
et -
t —79(:?) by
d, Ad,

En suite, on a )
T9 = T1 —l—tldl = (—1, §)T = l’*,

puisque fest une fonction a deux variables.
|



Optimisation non linéaire

Exercice 3 (7 Pts). On veut minimiser la fonction donnée par

1
f(z) = §xTAx —27b; v e R

0 2 1

3) Calculer les trois premicéres itérations de I'algorithme DFP pour minimiser f sur R? avec
zo = (2,2)7 et Sy = I. Que peut on déduire.

Ou A= ( Lo ) , b= ( -1 ) et en utilisant la méthode DFP.

Solution: Si &, = (63, 67)" et v = (74, 73)", alors

(51 2 1)2 5152 1.2
o s S M)(ij(ﬁ)z i —
k+1 = O T 5162 - e (5%—7;%)2 ]
()02 ()+(2)? @d)i(ER)2

9($)=A:L’—b:<(1) g)z_<—11)

Puisque zp = (2, 2) et S; =1 = ( L0 ),alors

01
9(550):(2)
s (1) () ()

La fonction objective est quadratique ce qui donne

Td 2
to = argmin{ f(zo + tdo), t > 0) = 9lao)_do = Z[1p*]

- dJAdy, 3
donc
1 = X +t0d0 = (O, O)T
et on a
bo = (=2, -2)"
Yo = (_27 _4)Ta
alors
v 1
s-| B
15 15
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aussi
g(z1) = (1, =1)"
6 3
d = =Sig(m) = (—z, 2)"LL"|
et
o g@)tdi 5
! dj Ad, 6

En suite, on a .
To =T + tldl = (—1 7)T = l’*,

T Q222
et
1
51 = (_17 §)T
Yo = (_1 ) 1)T7
alors

(1 O) ,
So = 1 = A"
03

puisque fest une fonction a deux variables.
|



